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PRÉFACE. 



L'ouvrage que nous livrons aujourd'hui à k 
publicité a un double but : moatrer la pa- 
renté , sous le rapport philosophique , de la 
géométrie — et des mathématiques, en général — 
avec les autres sciences ; fonder ensuite la géo- 
métrie 8ur une base vraiment scientifique , pour 
arriver à une solution complète des postulats. 
Nous allons dire d'abord quelques mots de cette 
dernière partie, purement mathématique. Nous 
esquisserons rapidement Thistoire de nos idées. 
Notre but, en agissant ainsi, n'est pas de pour- 
suivre une vaine satisfaction d'amour- propre. 
Nous avons cru qu'en indiquant la manière dont 
nous sommes parvenu à découvrir les principes 
que nous exposons, nous leur donnerions un 
nouveau degré d'évidence. 
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— VI - 

« Cest s,»iis (ioiiie, avait dit Leirendre , à Fim- 
perfection du langage vulgaire et à la difficulté 
de donner une bonne définition de la ligne 
droite, qu'il iaiit attribuer le peu de succès qu'ont 
obtenu les géomètres quand ils ont voulu dé- 
(luire ce théorème (la somme des angles d'un 
triangle est égale à deux droits) des seules notions 
sur régalité des triangles que contient le premier 
livre des éléments. » 

S'il est vrai que les conjectures d'un homme 
de génie sont comme un pressentiment de la 
vérité, il y avait à perfectionner le langage ma- 
thématique, en n'y employant aucun terme qui 
n'eût été défini , pour procéder ensuite à la 
recherche d'une bonne définition de la ligne 
droite ; cette définition devait être telle qu'on 
pût en déduire, par voie démonstrative, la pro- 
position que la droite est le plus court chemin 
entre deux points, ainsi que les pusiuiats qui la 
complètent : entre deux points on ne peut tirer 
qu'me ligne droite ; quand deux portions de 
droites coïncident, les droites elles-^tnernes cmn- 
cident dans toute leur étendue. 

Un premier pas important était tait, si l'on 
établissait Tabsurdité d'un nombre déterminé de 
plus courts chemins entre deux points. Or, si 
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— VII — 



entre les deux points Â et B il existe un nombre 
détei*miné de ces plus courts chemins, il doit en 
exister le même nombre entre les points C et B 
quelconques de i'un d'entre eux; ce qui détruit 
riiypotlièse 1 1 1. Quant au principe qui justifie ce 
raisonnement» il domine la géométrie entière et 
les autres sciences; c^esiYhonwgénéitéf c'estrà-dire, 
cette propriété de l'espace scientilique de pouvoir 
être indéfiniment et indiiiéremment divisé en 
parties semblables. Trouver ce principe, c'était 
trouver» eu même temps» que la ligne droite est 
une ligne homogène, que le plan est une surfaee 
homogène. 

En partant de cette notion de l'espace» du plan 
et de la droite, de celles de la grandeur et de la 

forme qui en furent une conséquence, il était 
assez facile de déduire les théorèmes élémen- 
taires concernant la lii^iie droite, le plan et la 
similitude; mais il restait encore à lever les dif- 
ficultés qui entourent la théorie du parallélisme, 
et à trouver une bonne déiinition des parallèles. 

Toutefois l'induction pouvait faciliter la solu- 
tion de ce nouveau problème. Les définitions 
nouvelles de la droite et du plan une fois ac- 



[ 1 ) Voir la note de la page 77,3' exemple. 
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quises, en reciierchant en quoi elles rem])or- 
taient sur les définitions ordinaires, on devait 
être sur la voie des règles de la définition (^éomé- 
triqm. Ce travail tout critique mit en évidence 
le caractère génétique des définitions nouvelles , 
et l'absence de ce caractère dans les définitions 
anciennes, ainsi que dans celle des parallèles. 
Le problème comportait dès-lors un énoncé plus 
précis : Quel est le moyen général d'engendrer 
les parallèles? 

Le rôle que le pai allélisme joue dans la tlicorie 
de la similitude, conduisait naturellement à l'idée 
d'engendrer les parallèles comme on engendre 
les ligures semblables, c'est-à-dire les figures (lui 
mt mêmeforme ou qtdnediffèrmt qu*m grandeur. 
Or, le ])rocédé générateur s'oflrait ici pour ainsi 
dire de lui-même : c'était la majoration ou la mino- 
ration de l'espace. £n efièt, si d'un point quelcon- 
que, on se met a agrandir ou à rétrécir l'espace, 
toute droite qu'il renferme s'y meut parallèlement 
à elle-même. Les parallèles pouvaient donc se 
définir ; des droites se^nblablemeiU placées dam 
V espace. Mais, l'espace étant homogène, deux 
droites quelconques y occupent des positions 
semblables. Il était donc nécessaire de prendre 
une position fixe pour point de comparaison. 
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La position variable de la di'oilo autour d'un 
de ses i>oinls eu l'ut lâ direction, et la théorie 
des parallèles fat définitivement constiluée. 

C'est sur ces principes que nous avons basé la 
démonstration vainement cherchée jusqu'à pré- 
sent des postulats. II» permettent en outre de 
simplifier considéraI>lemcnt la théorie de la 
similitude en général. 

Cet ouMa^e j)cut-il avoir un intérêt didactique? 
Dans notice pensée , oui. Si les principes que nous 
émettons, et par suite les démonstrations aux- 
quelles ils servent de base, étaient plus obscurs 
que les choses à démontrer, nous aurions manqué 
notre but. Toute solution non pratique d une diili- 
culté élémentaire n'en est pas une à nos yeux (1). 

Depuis plusieurs années déjà nous étions en 
possession des idées purement mathématiques 
que nous venons d'exposer (2). Les questions 



{\) Cb n'est pas à dire toutefois que , dans renseiguement , on ne 
doive, en certains cas, dilTérer l'exposition des principes d'une 
itdeace, et la réserver pour le moment où Télôve est déjà plus 
ou moins Itamiliariflé avec le sujet dont elle traite. C'est l& une 
tout autre question. Ainsi , pour ne pas sortir du sujet qui noua 
occupe, on pourrait rejeter à la fin du cours de géométrie la démons- 
tration des principes de la similitude . de l'isogénéitô et de i'homo- 
généité, mais dès l'abord se servir de leurs couséquences, c'est-à-dire 
les appliquer. 

(S) l^ous avions mtaie écrit quelques articles à ce sujet dans les 
Ànnateti de CUnseigniinunt puMie , publiées à Verviers , année 1857. 

II 
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philosophicfues qu'on peut soulever à Tocca- 
siou de la métiiode et de la certitude des 
sciences nous préoccupaient en même temps; et» 
dans notre esprit, nous avions uni nos recherches 
sur les principe^ de la géométrie, et celles sur les 
principes fondamentaux des sciences humaines. 
Cependant ce n'était nullement notre intention , 
si nous donnions la solution des postulats, de 
nous étendre autant que nous le faisons aiiû<>ur- 
d'hui, sur les questions philosophiques. Mais plus 
tard en prenant connaissance d'une courte dis- 
sertation du savant docteur Ueberweg, disser^ 
tation conçue sous ce double point de vue, 
nous avons cru devoir suivre aussi cette marche. 
De là vient que la pai Ut i»iiilosophitpie, générale 
et spéciale, tient une place considérable dans 
notre ouvrage, tandis que la partie qui traite des 
postulais, ne sert pour ainsi dire quà confirmer 
celle-là. 

L'idée fondamentale en est bien simple. 

Dans le groupe des sciences dites positives, 
on distingue communément les sciences indue- 
tives el les sciences déductives. Parmi ces der* 
nières, on range spécialement les mathémati(|ues. 
Seulement, dun côté, il y a eontrovers» lur le 
point ik savoir si la mécanique fait ou noQ pSftie 
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de ces sciences; et de Tautre, on croit devoir 
réserver une place à part à Farithmétique et à 
l'algèbre en tant qu'elles n'ont pas besoin, pré- 
tend-on, d'axiomes ni de postulats. Ce sont ces 
distinctions que nous avons eu pour but démettre 
k néant. Nous avons cherché à montrer que les 
sciences positives procèdent toutes d'une manière 
uniforme. Vobmvatùm leur fournit les données; 
par induction on s'élève ii un principe hupothé- 
iique d'où i'ex^énmce_^^ 
quences ; c'est Texpérience qui sert proprement 
à édifier la science. La certitude de la science 
découle de la Intimité logique de sa méthode 
— c'est la certitude subjective — et de l'accord 
de ses résultats avec les faits observés — c'est 
la certitude objective. La science est vraie 
quand ses hypothèses sont à la lois sul4ectives et 
objectives (1). 

Tout problème philosophique, quelque res- 
treint qu'il paraisse, a cependant, en général, 
une trè»*haute portée, et se trouve dans d'intimes 
rapports avec d autres questions plus graves. On 

I ! ) Nous avons employé quelqiu^s t^Tines logiques, tels que C9.ux 
il hypoUièses , de descripiion, de dèfinilion génétique^ etc., dans un 
sen» quelque|9is un peu différent du «eiw ordioair^. Nous tftTaiiB 
{Mts cru devoir moliver oes changementB parce qu'ils ne nous oui 
pas semblé apporter d'obscurité dans le raisonnement. 
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pourrait se demander ici si les sciences morales 
cl pliiiosopliiiiiies ont a buivre Ja niéiue uiarcljc 
que les sciences dites positives. U en est parmi 
elles, et la psycholojjie est de ce nombre, fjui 
admelieiU sans coiiLredii les mêmes priucipes. 
Mais il en est d'autres» la métaphysique» par 
exemple, où, semble-t-iJ, ils ne conviendraient 
plus. Ët tout d'abord les métaphysiciens diffèrent 
beaucoup des savants proprement dits. Ceux-ci 
ne proposent leur théorie qu'avec circonspec- 
tion ; ils la donnent comme un premier jet 
susceptible d'être amélioré ; et, si la lurinc du 
système, si l'édilice est vicieux» du moins le tond 
subsiste, les matériaux peuvent encore servir. Les 
systèmes des métaphysiciens s'annoncent tou- 
jours» au contraire, comme étant toute la vérité» 
et pourtant ne vivent qu'un jour ; et générale- 
ment de tous les fils dont ils se composent» ii 
n'en reste pas qui puissent servir à tisser une 
toile nouvelle. Leur vanité les a t'ait comparer à 
des bulles de savon ou à des toiles d'araignée, et 
c'est la cause principale de la déconsidération où 
est tombée aujourd'hui la métaphysique. Il s'est 
même produit une école, l'école positive dont 
M. iiomlc est le fondateur, qui la iv^^arde comnic 
le réve d'une intelligence sortant à peine de l'cn- 
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fance : ce qu'elle poursuit ne serai l qu'un fan- 
tôme créé par elle. Ce serail pourtant un des plus 
grands faits dont Técole positive aurait k rendre 
compte, que cette illusion qui dura quatre mille 
ans , et qui lit chercher à l'homme la solution 
d^une question qui n'était pas posée. 

Mais ces attaques, auxquelles la métaphysique 
est en butte» ne prouvent qu'une chose : c'est 
que leurs auteurs ne se faisaient pas une juste 
idée de l'objet de la inélaphysique. 

On ne s'avise pas de nier l'astronomie, car on 
ne peut nier les corps célestes ni la possibilité 
d'expliquer leurs mouvements. On ne peut nier 
l'anthropologie, vu que l'homme existe, et que 
son existence est i objet d'un problème , conane 
toute existence. Quel est donc l'objet , quel est 
le but de la métaphysi<|ue ? 

La science a pour objet l'univers, mais Tunivers 
en tant qu'intelligible. L'univers intelligible est 
l'expression révélée à la conscience d'un ra[)port 
entre le moi et le non-moi. C'est une série qui 
exprime une fonction inconnue. Y a-t-il possibi- 
lité de connaître les termes du rapport? Tel est 
le problème que se pose le métaphysicien. On 
peut, comme kanl, tout en reconnaissant quil 
y a un problème posé, prétendre qu'il est înso- 
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lubie. On déclare ainsi la métaphysique impuis- 
sante à atteindre son but. Quel est ce but ? C'est 
d'expliquer les choses (y compris 1 homme et sa 
pensée) et leur intelligibilité par une hypo* 
thèse (1) suprême — panthéisme, pancosmisme , 
dualisme, identité, création — ; et le critérium 
du système serait son accord avec les faits obser- 
vés, en supposant établie la légitimité absolue de 
ce critérium. 

Quelque incomplètement qu'ait dû être exposée 
dans cet ouvrage tout spécial l'idée métaphysique 
qui lui sert de base , il est facile cependant de 
voir qu'également éloignée des deux extrêmes, le 
réalisme et Tidéalisme , elle cherche à les con- 
cilier tous deux. 

Les sensualistes prétendenl, bOit, avec Hume, 
que les principes de la raison sont des inductions 
tirées illégitimement de la matière empirique, 
et que les résultats de la science n'ont jamais 
qu'une autorité usurpée et une valeur provisoire; 
soit, avec Mill, que l'induction est un procédé 
souverain et incontestable qui, bien employé, 
donne aux observations empiriques un caractère 
évident. 

( 1 ) Ce mot ^tant pris dans le sens étymologique, déjà siKnalé, de 
principe à la fois subjectif ei objectif. 
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D'un autre côté, les Cartésicus pensent que 
rintelligencê humaine contient à Tétat d'enve- 
loppement les principes absolus que le contact 
du iiion||e vient développer. Ainsi le gland con- 
tient en ^erme le chêne que la terre, la chaleur 
et rhunûidite en ieronl éclore. L'intelligence dé- 
veloppée est, de cette façon, en harmonie avec les 
phénomènes. Mais 1 action de ceux-ci est en réa- 
lité complètement inexplicable, au point que 
Leibnitz finit par la supprimer, côtoyant à la fois 
Tidéalisme subjectif et le panthéisme. 

Quoi que l'on lasse, le mysticisme est au bout 
de cette doctrine, comme le scepticisme est au 
bout de l'autre. 

Enfin Kant crut avoir trouvé la solution défi- 
nitive du problème dans une conciliation dont 
la vraie portée ne lui échappa point, et qui était 
au fond une réforme de la science. Il prétend 
en eÔet que l'intelligeuce, armée de toutes pièces, 
impose son empreinte an monde extérieur en 
tant (iiie peryii par les sens, de manière que les 
découvertes de l'expérience ne sont que des re- 
flets des lois immuables de notre esprit. Kant 
conservait donc les deux termes du problème ; 
il admettait même leur rapport; mais ce rapport, 
d'après lai, reste inconnu à la conscience. 11 re-» 
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couliaissait par là ne pouvoir délernviner la part 
de ce novmène mystérieux dans la formation de 
nos connaissances ; il slnterdisait même d'en 
parier, el, pai' suite, ouvrait de nouveau la porle 
aux solutions exclusives qui , tout en restant sur 
le terrain du crilicisme, ont détruit le problème 
en le simpliliant. 
\ Schellîng et, après lui, Hegel ont placé la vérité 
j dans le rapport lui-même, ou dans la loi du rap- 
* port. Leurs systèmes célèbres^ qui ne comptent 
i plus aujourd'hui que de rares adhérents , ont 
I pourtant mis eu lumière une grande vérité, c'est 
que ridéal est la seule réalité; en d'autres termes, 
jque tout ce qui est réel est rationnel, que tout 
j ce qui est rationnel est réel. Malheureusement on 
poussa ce principe jusqu'à l'abus; et il en résulta 
un échafaudage dont les matériaux n étaient, en 
grande partie, que des acquisitions de l'expé- 
rience, et que l'on donnait cependant comme 
construit à priori. Aussi croula-t-il aussitôt. De- 
vait-on en revenir à l'empirisme pur et simple , 
comme on IVi fait en Allemagne, et, prenant à 
contre-pied la doctrine du maître, s'écrier que le 
fait brutal contient toute idéalité? Faut-il ])ren(li (' 
en mépris la métaphysique et prononcer contre 
elle un verdict de stérilité et d'impuissance? Ces! 
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Tefiet naturel de toute réaction. Ne faut-il pas 

plutôt, sans pourtant tomber dans 1 éclectisme, 
se rappeler que la vérité et l'erreur existent pres- 
que toujours en môme temps dans les ouvrages 
des hommes, que chaque système a son côté 
vrai, et que la marque d'un bon esprit est de 
chercher à le dégager du laiix qui l'entoure y 

Il n'est pas étonnant d'ailleurs que, devant un 
problème aussi ardu que celui de la métaphy- 
sique, les plus belles intelligences viennent se 
briser. Si, tout en obéissant à leur nature rai- 
sonnable et libre (|ni réclame impérieusement 
une solution, elles ont échoué, loin de leur jeter 
le mépris et le ridicule, on doit les admirer 
de l'avoir tentée. Une défaite n'est pas toujours 
honteuse. 

Quant à nous, nous ne nous sommes attaché 
qu'à un point secondaire, mais nous avons 
cherché à l'éclairer. Si nous avons réussi, peut- 
être nous sera-t-il permis alors de faire à d'autres 
points isolés de la science l'application de la 
même méthode toute scientifique. Disons tou- 
lelôis que nous voyons dans 1 intelligence sim- 
plement une force synthétique qui tend vers ^ 
l'unité, vers Yunifonnatmi \i>i Ion peut risquer 
ce niot| des phénomènes. Elle éprouve un besoin 
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/ 

■ de U!an8tbrmer le monde varié des percefOions en 
« un univers de coficcptious ; les lapports acci- 
dentels , loriuits , eu lois générales, vraies partout 
et toujours ; le post hœ en propter hoc ; la matière 
chaugeaule en la substance invariable. D'un côté, 
dans le monde des perceptions, les jugements 
synthétiques sont le produit d'une induction plus 
ou moi us hardie, plus ou moins contestable; 
Tattribut reste en dehors du sujet, ne fait, pour 
aiiibi iiiie, (jUL' 1 liabilier. Deraiitre, dansruuivers 
des conceptions, lesjugements sont analytiques; 
l'attribut d'abord empirique, est transformé en 
caractère essentiel, et sert a déiinir le sujet. 

Peut-être cette distinction si simple permet- 
trait-ellede résoudre le ])roblème des aiiluioniies. 
Peut-être Tespace n'apparait-il comme divisible 
à rinflnî » le temps comme n'ayant jamais com- 
mencé, les causes comme étant toujours des 
eâéts de causes supérieures , que dans l'univers 
scientifique, dans cet univers où tout est défini, 
étiqueté, numéroté, casé; tandis que les données 
empiriques revêtiraient des caractères tout op- 
posés, que le monde des percep lions présenterait 
. purement le fait , toujours le fait, sans lien avec 
ce qui le précède et ce qui le suit , si ce n'est un 
lien tout fortuit de juxtaposition et de succession. 
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MaîA ce n'est pas le lieu de traiter cette question 

vitaie de la métaphysique, question bien autre- 
ment ardue que celle des postulats, au point que 
les i)liilosophies récentes font de cette antithèse 
la loi de rintelligence, le signe d'un antago- 
nisme irréconciliable entre l'entendement et la 
raison (1 ) . 

Après ces quelques mots , que nous n'avons 

écrits que pour fixer la véritable portée du second 
chapitre du premier livre , il ne nous reste plus 
qu'à chercher notre excuse dans la nature mixte 
du sujet, si nous avons quelquefois été trop méta- 
physicien pour les savants , trop mathématicien 
pour les philosophes. 

De plus, comme il est difficile aujourd'hui de 
connaître tous les ouvrages qui ont paru sur une 
môme question, nous réclauieioiis l'indulgence 
pour le cas où, à notre insu, nous aurions donné 
pour nôtre une idée déjà émise. Cest ainsi 
que nous avions terminé notre travail sur les 
postulats, sans nous douter que MM. Ërb(1846) 
et Ueberweg (1851) avaient écrit sur le même 
sujet, et nous avaient devancé dans quelques- 
unes de nos critiques, celle, entre autres, de la 



( 1 ) Voir k Mék^hiifsiquêetlaS€k9U«, pur Ir. VAcmot, Paris 1SS8. 
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définition du plan. Nou$i oserons toutefois appe- 
ler ralteatioii sur l'eiiseoible de nos délinilions, 
nouveUes, croyons-nons, pour la plupart, et pré- 
cises, autant qu'il nous a été possible. Nous 
n'avons pas dissimulé nos j)réten lions. Nous 
avons visé à donner à ces définitions la rigueur 
scientifique, et en même leuips nous avons 
voulu qu'elles répondissent à l'intuition que Ton 
a de la chose définie. C'est mettre en main à la 
critique une double mesure pour les apprécier. 

Avant de terminer nous avons à dire (juclques 
mots de la traduction qui se trouve à la lin 
de rouvra<^'e. La dissertation de M. Ueberweg» 
d*abord imprimée dans les Archives pédaga- 
giqueSy nous avait été communiquée par Tauteur 
lui-même, et nous y avions fait quelques re- 
marques. Quand nous nous somuies décidé à faire 
imprimer notre ouvrage, nous avons obtenu de 
M. Ueberweg rautorisalion de traduire le sien, 
et il a bien voulu écrire une nouvelle intro- 
duction où il rencontre quelques-unes de nos 
objections. De même dans la critique que nous 
faisons de la théorie de cet auteur^ nous réfu- 
tons quelquefois des arguments apportés par lui, 
mais qui ne l'étaient pas dans la dissertation 
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primitive. Le lecteur pourra du reste, par la com- 
paraison des deux édiliou$ du même ouvrage, 
juger de ces modifications (1). 

D'un autre côté, nous avons supprimé dans la 
traduction , et du consentement de Fauteur y 
quelques démonstrations rigoureuses , mais un 
peu longues , qui empêchaient de saisir faciiO' 
ment la marche et l'esprit général de l'œuvre. 
Nous devons à la vérité de dire que beaucoup 
de nos idées ont été éveillées par les siennes. 
Nous reconnaîtrons la même influence à l'ouvrage 
de Mill sur la Logique luductive, Enlin , qu'il 
nous soit permis d'acquitter ici notre dette de 
reconnaissance envers feu A. Meyer, professeur 
de haute analyse à TUniversité de Liège, qui 
nous a aidé de ses lumières pour la partie ma- 
thématique, et envers le savant professeur de 
philosophie au même établissement, M. Leroy, 
dont les conseils judicieux nous ont été de la 
plus grande utilité, pour le plan comme pour les 
détails de notre ouvrage. 

(1) L'une deb plus iniportaulcti Cêt celle iiui a trait à la 111' Expé- 
rience. L'auteur, en efltet, a renoncé à démoDtfer iiiie dans le corps 
qui tourne autour de deux points fixes, U y a une ligue continue de 
points immoliiles. 



PROLËGOMEiNËS PUlLOSOPHiQUES 

LA GÉOMÉTttlE 

BT 

msm m postouts. 



DIVISION DE L'OUVRAGE. 

La géométrie peut doiiuer lieu à plusieurs ordres de 
questions philosophiques. 

D abord elle est une science; et, à ee titre, elle est 
intéressée dans les problèmes qui sont soulevés à 
roccasion de la mélhode et de la certitude de la seienee 
en général. 

Ensuite elle est cette science , et , comme telle , elle 
pari de primipes à elle propres, qu'il faut éuumércr, 
déterminer , et analyser* 



Ënfiu, il csi en géométrie des propositions qu*on 
regarde comme vraies , et dont on a cherché en vain la 
démonstration. Quelle est la raison de ce fait? Y a-t-il 
une dcmouslration ? Quelle peut-elle être? 

Ainsi s'explique la division de cet ouvrage en trois 
livres : 

LIVRE 1. L'oriiTÉ dans la science. 
LiVHË 11. Principes pvrs de la G&yuinw, 

LIVUË m. CiUTlUlE GÉiNÉKALb LT SOLUTIONS. 
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Quels sont les rapports d'une science donnée avec 
les autres sciences ? Pour la plupart d^entre elles la 
solution se présente d*eUe-inême ; pour les mathéma- 
tiques, au contraire, cette question attend encore une 
réponse définitive. C'est cette réponse que nous allons 
essayer de donner. 
Nous divisons ce livre eu deux chapitres : 
Le premier renferme Texposé succinct des théories 
diverses qui ont été émises sur la science en général 
et sur les mathématiques en particulier; dans le second 
nous exposons une théorie» nouvelle en partie, sur 
l'unité du principe d'où dérivent nos connaissances. 



CHAPITRE ^•^ 



ÉTAT DE LA QUESTION. 

Ce chapitre se divise en trois paragraphes : 
Dans ic premier, nous nous occupons de ces théories 
qui font des mathématiques des sciences à part, ayant 
des principes et une certitude autres que les autres 

sciences. 

Dans les paragraphes suivants, nous examinons ies 
deux ihéoriea principales qui nuéneol ies mathéma- 
tiques dans le cercle de nos autres connaissances, et ne 
mettent entre les unes et les autres qu'une différence 
secondaire. 

I 1. — TUÉORia DES APRIORIiTES. 

S'il est une division des sc iences qui ait rallié un 
grand nombre de penseurs , c est sans contredit la di- 
vision en sciences théoriques ou à priori, et en sciences 
expérimentales ou à posteriori ; et parmi les premières 
les sciences mathématiques et particulièrement la géo- 
métrie ont toojottrs tenu le premier rang. Les partisans 
des idées innées, Leibnits à leur tète, apportaient 
toujours les principes de ces sciences à l'appui de leur 
opinion, et on alla même jusqu'à prétendre que Tesprit 
humain , par la seule force de sa pensée , sans le se- 
cuui 5 de i'expeneuce el de i obseï valiou , pouvait dé- 
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couvrir l'ensemble des vérités malhéniatiques. Le 
fondateur de la philosophie moderne, Kant s'est aussi 
basé sur cette distinction pour établir son système. Con- 
cluant de l'apodicticité des propositions mathématiques 
à leur aprîorité, il commence, avant de passer à la 
question : comment la métapliysique est-elle possible? 
par se demander comment les mathématiques pures 
sont possibles. D'après lui, cette possibilité ne peut 
s'expliquer que si Ton admet la subjectivité absolue des 
idées d'espace et de temps , comme formes de notre 
sensibilité, appliquées par nous aux phénomènes. La 
chose en soi , la chose qui agit sur nous est au-dessus 
de nos moyens de connaître; ce que nous voyons d'elle 
n*enest qu'une apparence dont nous avons fait tous les 
frais* Par là s'explique Tuniversalité des lois mathéma- 
tiques; si le monde nous les montre partout réalisées , 
e*est que nous formons ce monde à notre image , nous 
nous le figurons dans le temps et dans Tespace, nous 
nous y retrouvons nous-mêmes. Aux yeux de Kant, 
cette théorie peut seule résoudre toutes les difficultés. 

« Le lemps et l'espace, dit-il, sont donc deux sources 
d'où peuvent être dérivées à priori diilérenles connais- 
sances syiitln tiques, comme les mathématiques pures 
principaiement en donnent un exemple frappant rela- 
tivement aux connaissances de l'espace el de ses rap- 
ports. Le temps et l'espace pris ensemble sont deux 
formes pures de toute intuition sensible, et rendent 
par là possibles les propositions synthétiques à priori. 
Mais ces sources de connaissances à priori, par ce fiiit 
seul qu'elles sont de simples conditions de la sensibi- 
lité, 86 posent à elles-mêmes leurs bornes, en ce sens 
qu'elles se rapportent purement aux objets considérés 
comme phénomènes , mais non point aux choses en 
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elles-mêmes. Les phénomènes sont le seul champ de la 
valeur de l'espace et du temps ; si l'on en sort, plus 
aucune valeur olgeclive n*est possible par eux. Cette 
réalité formelle de l'espace et du temps ne porte du 
reste aucune atteinte à la connaissance expérimentale ; 
car nous en sommes également certains, que ces 
formes adhèrent nécessairement soit aux choses en 
elles-mêmes, soit seulement à Tintuitton que nous en 
avons. Ceux, au contraire, qui soutiennent la réalité ab- 
solue de l'espace et du temps, qu'ils les prennent 
comme substances, ou simplement comme modifica- 
tions, sont en contradiction avec les principes de l'ex- 
périence; car ils sont oblij^és, s'ils prennent le temps 
et l'espace pour des choses en soi (et c'est le parti que 
prennent la plupart des physiciens-mathématiciens)» 
d'admettre deux non-êtres éternels et infinis (respace 
et le temps), qui n'existent (sans être cependant quel- 
que chose de réel) que pour comprendre dans leur sein 
tout ce qui est réellement. S'ils prennent le second 
parti, celui de rattacher aux choses Tespace et le temps, 
comme le font quelques physiciens-métaphysiciens, 
pour qui l'espace et le temps sont des rapports des 
phénomènes {voisins dans l'espace ou successifs dans 
le temps) abslrails de l'expérience, quoique confusé- 
ment représentés dans cet état de séparation, alors ils 
doivent attaquer la validité des sciences mathématiques 
à priori par rapport aux choses réelles (v. g. dans 
l'espace); au moins doivent-ils en contester la certitude 
apodîctique, puisqu'elle n*a pas lieu à posteriori, et que 
les idées d'espace et de temps à priori sont, suivant 
cette opinion, de pures créations fantastiques, dont la 
source réelle doit être cherchée dans Texpérience, 
puisque c'est avec des rapports abstraits de l'expérience 
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que rimagination a composé quelque chose qui com* 
prend, à la vérité, ce qu'il y a de général dans ces 
rapports , mais qui ne peut avoir lieu sans les restric- 
tions que la nature y attache. Les premiers ont, à la 
vérité, l'avantage de rendre aux mathématiques le 
champ des phénomènes libre; mais si Tentendement 
vient à vouloir sortir de ce champ, ces conditions 
mêmes, considérées comme substances certaines (l'es- 
pace et le temps), les embarrassent fort. Les seconds 
gagnent, il est vrai, sous ce dernier rapport, en ce 
que les représentations d'espace cl <ic Icmps ne les en- 
travent pas quand ils veulent juger des objets, non 
comme phénomènes, mais simplement par rapport à 
Tentendement. Mais ils ne peuvent ni donner un fon^ 
dément à la possibilité des connaissances mathéma- 
tiques à priori (puisqu'il leur manque une intuition 
à priori vraie et valable objectivement) , ni former un 
système nécessaire des lois de l'expérience et des 
principes mathématiques. Dans notre théorie sur la 
véritable nature de ces deux formes primitives de la 
sensibilité, ces deux dilIicLdLés disparaissent (1). » 

Une autre opinion, tout en admettant la théorie de 
Kant sur l'apriorilé, reconnaît en môme temps la réa- 
lité objective de l'espace et du temps . et se trouve 
obligée de supposer entre nous et les choses une har- 
monie préétablie, mettant en rapport le sujet con- 
naissant et l'objet connu, « par une suite non inter- 
rompue de miracles. » (2) 



i 1 ) Kant, Crit. de la raism pUTé; Eslh. transe^ { VII, trad. de 
Tis&ot, t. J, p. Sdetsuiv. 

(2 ) Voir, pour l'exposé et la réfutation de cette opinion et de celle 
de Kant , la dissertation de M. tîeberweg , à la fin de cet ouvrage. 
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Sans nous attacher à la réfutation des systèmes (!• 
ces philosophes, fesons remarquer que leur solution 
n'en est pas une* qu'ils ne font que reculer la diffîciftUé 
au lieu de la résoudre • et la placer eu nous au lieu de 
la mettre dans les choses. Gomme les Grées» qui, pour 
expliquer le cours perpétuel de leurs fleuves, imaginaient 
près de la source un dieu qui versait de son urne une 
onde intarissable, sans se demander où il allait la puiser, 
de mémo, pour expliquer l'apodicticité des lois géomé- 
triques, la manière dont elles s'imposent à nous comme 
nécessaires , ces philosophes en font les lois de notre 
nature, les propriétés inrH-rs do notre âme, les formes 
de notre sensibilité, de nos relations avec les choses , 
sans nous dire pourquoi ce sont précisément les idées 
de la géométrie qui nous sont innées. Ën d'autres termes, 
leur solution laisse place à un nouveau pourquoi. Nous 
verrons d'ailleurs bientôt combien cette théorie est im- 
puissante et quelles armes elle prête à ses adversaires, 

Cependant le fait de la distinction entre sciences à 
priori et sciences à posteriori, est accepté par un grand 
nombre de géomètres , d'hommes de sciences , qui ne 
s*enquièrent pas de la source de cette distinction, ou 
(lu moins, qui ne lui donnent pas pour fondement une 
théorie philosophique complète. C'est ainsi que Mont- 
ferrier (-1) en ti'ouve l'orij^ine dans l'idée de l'infini, et 
n'est pas trop éloij^nié de croii-e que les autres sciences 
jouiront un jour des mêmes avantages. 

« Cette certitude absolue qui accompagpe les propo* 
sitions mathématiques, dit-il, manque encore aux autres 
sciences , qui cependant doivent être liées entre elles 
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dans la raison humaine comme les déduotions d'un seul 
et même prineipe intellecluel. Ainsi de nos jour^ en- 
core plusieurs mathématiciens, eonfimiant la utimee 
$»imê avec îh olfjets »ur lesquels eU$ pré- 
tendent vainement la faire descendre du haut rang 
qu'elle occupe dans rintelligence , jusqu'à celui des 
connaissances praLqucs , obLenues par l'observation , 
et la renfermer tout entière avec sa puissance univer- 
selle , dans le cercle borné d'une simple méthode 
empirique. Erreur étrange et vraiment inconciliable 
avec les progrès des mathématiques, qui n'ont pu 
s'eifectuer sans que la considération de Vmm n'entrât 
comme élément nécessaire dans toutes les propositions 
élevées de la science. Cette nécessité de Tabslraction, 
qui se renoontre dans toutes les constructions mathé- 
maUques * établit d*une manière incontestable la spiri- 
tualité du principe d*oti la science découle. >• 

D'après M. Comte (1) « dans Tétat actuel du déve- 
loppement de nos connaissances positives , il convient 
de regarder la science mathématique, moins comme 
une partie de la philosophie naturelle proprement dite, 
que coinme étant, depuis Descartes et Newton, la vraie 
base fondamentale de toute celle philosophie, quoique, 
à parler ex^flciiu nt, elle soit à la fois l'une et l'autre. » 
Il distinjjfue dans cette science deux branches, la ma- 
thématique abstraite, ou le cahul, comprenant l'arith- 
métique et Talgèhre , et ce qu'on nompie généralement 
haute analyse, c'est-à-dire calcul différentiel et intégral, 
calcul des variations et calcul des diiférences; et la 
mathématique concrète, qui se compose de la géométrie 



( 1 ) Cours dê phikuophù pofUive. — Paris , 1S30. 1. 1*'. SaBposUiotu 
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générale, et de la mécanique ralionnelle. Ces deux 
dernières sciences sont fondées, comme toutes les 
sciences natareiles, sur l'observation, quoique, tu 
l'extrême simplicité de leurs phénomènes, elles com- 
portent un degré plus parfait de systématisation ; mais 
elles ont ceci de particulier que, dans l'état présent 
de l'esprit humain, elles sont employées beaucoup plus 
comme méthode que comme doctrine. Quant à la 
mathématique abstraite , M. Comte n'y voit qu'une 
« immense extension admirable de la lixjique naturelle 
à un certain ordre de déductions , » et en exclut ainsi 
toute donnée empirique , même la notion de grandeur. 
La mathématique concrète s'occupe de la recherche 
des fonctions, et l'autre du calcul de ces mêmes fonc- 
tions , de la résolution dos équations que la première 
a fournies. Cette division, malgré sa précision appa- 
rente, est atteinte d*un vice radical; c'est qu'il n'y 
a pas de question , fùt-elle de l'arithmétique élémen- 
taire, qui ne se ramène à une recherche de fonctions : 
chercher une formule générale puiir les noml)res pre- 
miers , rechercher quelles relations existent entre les 
constantes et les racines d'une éijuation , sont des 
problèmes qui devraieni , ee semble , ressortir à la 
partie concrète ; et il serait facile d'y iaire rentrer 
toute question un peu générale que Ton se poserait 
sur les quantités. 

M. Comte est, du reste, très-peu explicite sur le point 
de savoir quels sont les principes fondamentaux de la 
géométrie qui nous sont fournis par l'observation* Il 
parle bien de l'espace géométrique , qui n'est qu'un 
milieu indéfini que nous re^^ardons comme contenant 
tous les corps de l'univers, et que nous nous représentons 
spontanément u comme aiialogue au naiieu elTectif dans 
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lequel nous vivons; » il dit quelques mots sur les 
diverses espèces d'étendue, volume ^ surface, ligne et 
point, mais sans s'étendre beaucoup sur l'origine de 
ces idées et leur formation en nous. 

On voit, par ce qui précède, que M. Comte ne peut 
guère être rangé an nombre des partisans de la division 
des sciences en deux grandes catégories, et, en effet, il 
est le chef de l'école qui , avec Mill , ne reconnaît que 
des sciences inducLivcs. Mais, avant de parler de l'empi- 
risme et du sensualisme en général , disons un mot de 
ceux qui, prenant le conLrepied de ces systèmes, font 
de tontes nos connaissances des connaissances déduc- 
tives. Les uns et les autres suppriment la division de la 
science humaine et lui rendent l'unité qui en est certai- 
nement lapanage. Mais sur le terrain même de la 
géométrie, les absolutistes se rencontrent avec les 
partisans des idées innées et se trouvent devant des 
difficultés sérieuses. D*où vient cette proposition : 
Tespace a trois dimensions t S*il est une affirmation 
qui se présente comme Texpression d'on fait, qui porte 
les caractères de l'objectivité, c'est bien celle-là. Pour 
Kant, il est vrai, les trois dimensions de l'espace sont 
données dans l'intuition même ; mnis Leibnilz et les 
géomètres ne sauraient faire de cette proposition ni 
une définition de l'espace , puisqu'il n'y a pas équiva- 
lence entre le sujet et les prédicats , ni un axiome ou 
un postulat , puisqu'elle ne sert pas à l'enchaînement 
des théorèmes. Quant à Hegel , il retrouve dans ce fait 
les trois moments de toute idée , thèse , antithèse et 
synthèse , et comme l'espace est l'idée générale de la 
nature , abstraction faite de toute détermination , et à 
ce titre indifférente, les trois dimensions sont égales et 
peuvent se prendre l'une pour l'autre. 

1 
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Quoi qu'il en soit de cette démonstration qu'il est 
asseas difficile de prendre au sérieux, la véritable pierre 
d'achoppement do tous les systèmes qui précèdent, ce 
sont les postulats. On sait qu'on entend généralemeint 
par là, des propositions regardées comme évidentes par 
elles-ipèiiies quoique à un degré moindre que les axiomes, 
Dans la géométrie , telle qu'on l'enseigne , ils sont au 
noinbre 4e trois qu'on ramène quelquefois k deux. Ce 
sont les suivapts : 

i« Dntre points on ne peut tirer qu'une seule 
ligne droite; ou encore : 

Deux ligues droites ne peuvent renfermer aucuo 
espace. 

î. Quand deux portions de droites coïncident, les 
droites elles-mêmes coïncident dans toute leur éteuduç; 
ou encore : 

Une droite m peut se bifurquer. 

3, Par un point on ne peut mener qu'une parallèle |^ 
une droite ; ou enoore : 

Peu]( droites qui font des angles inégaux ayec uue 
même troisième dans un môme plan se rencontrent. 

Nous éUblirous que les propositions indémontrée^ 
do la géométrie sont en nombre beaucoup plus considé- 
rable ; pour le moment, il nous suffit qu'il en existe. 

Or, que ces propositions ne soient pas des axiomes 
au même litre que celles-ci: Le tout est plus grand que 
la partie ; deux quantités égales à une même troisn me 
sont égales entre elles, etc., c'est ce que prouveuL les 
essais de démonstration que les géomètres ont si sou- 
venir tentés et qui sont toujours restés sans résultat; 
ce nom même de postulats dont Ëuclide, et beau- 
coup d'autres après lui, les désignent particulièrement; 
leur caractère analogue à celui d'autres propositions 
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qui sont inconlestableiueul des théorèmes , telles 
que : par trois points on ne peut faire passer qu un 
cercle; quand deux côtés de deux triangles coïocident 
respectivement (par 1 égalité des angles compris) les 
troisièmes côtés coïncident aussi; par un point on ne 
peut mener qu'une perpendiculaire à une droite, etc. 

Kant voit dans les postulats les couditions de l'intui- 
tion à priori. « J appelle quantité extensive, dit*il, celle 
dans laquelle la représentation des parties rend possil^la 
celle du tout (et par conséquent la précède nécessaire- 
ment). Je ne puis me représenter une ligne, si pelile 
qu'elle soit, sans lu tiier par la pensée, c'est-à-dire, 
saus en produire suecessivemont toutes les pai'ties d'un 
point à un aulre, et sans, par là, rendre enfin sensible 
cette intuition, il en est de même de toutes les parties 
du temps, même de la plus petite. Je n'y pense que par 
la progression successive d'un instant à un autre, d'oji 
résulte enfin, au moyen de toutes les parties du temps 
et de leur addition, une quantité de temps déterminée. 
Puisque la simple intuition dans tous les ptiénomènes 
est ou Tespace ou le temps , tout phénomène est , 
comme intuition, une quantité extensive, par la raison 
qu'il ne peut être connu dans Tapprébension que par la 
synthèse successive de partie à partie. Tous les phéno- 
mènes sont donc perçus d'abord comme aggrégats 
(multitude de parlies tlonnées primitivement), ce qui 
n'arrive pas toujours dans toute espèce de quantité , 
mais seulement pour celles qui nous sont représentées 
et qui sont appréhendées par nous extensivewept 
comme telles. 

Sur cette synthèse successive de l'imagination pro- 
ductive dans la création des figures, se fondent les 
mathématiques de l'étendue (la géométrie) 9vec leurs 
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axiomes , qui expriment les conditions de l'intuition 
sensible à priori, sous lesquelles seules le schèmc d'un 
concept pur d*unc intuition extérieure est possible , p»r 
exemple : entre deux points il n'y a qu'une seule ligne 
droite possible; deux lignes droites ne renferment aucun 
espace. Ce sont là des axiomes qui ne concernent pro- 
prement que les grandeurs (quanta) comme telles (1). » 

Wbewell , en dépit d*un grand nombre de géomètres 
qui voient dans ces postulats des théorèmes jusqu'ici 
récalciiiants, en veiil faire des axiomes, des proposi- 
tions éviclonles par clles-mêraos. Mais Kant etWhewell 
devraient dresser le catalogue complet et rationnel de 
ces axiomes, et indiquer le caractère spécifique qui les 
distingue des théorèmes. L'évidence d'un côté, les 
conditions de l'intuition do l'autre, étant des critériums 
tout subjectife , quel est, dans leurs systèmes , le théo- 
rème qn*on ne pût ériger en axiome? 

Us donnent par là beau jeu aux sensualistes et aux 
empiristes qui soutiennent contre eux Torigine empi- 
rique de toutes nos connàissances : ceux-ci voient, dans 
les propositions des mathématiques , des vérités expé- 
rimentales et contingentes, que l'iiabitude nous fait 
regarder comme absolues et nécessaires, parce que 
nous les voyons se conlirraer tous les jours; et, il faut 
bien le reconnaîirr , s'il était prouvé que les postulats 
jusqu'ici indémoniiés sont indémontrables, les empi- 
ristes auraient raison. 

Cette opinion très-ancienne, renversée d'abord par 
Leibnitz et sa théorie des idées innées, reprise par les 



1 1 j kAiNï, Crit. de la raison pure, liv. II; Axiwms â$ l'fntuUim, 
trad. de Tiaaot, 1. 1 , p. iVL et euiv. 
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philosophes du XYIH'' siècle, réfutée de nouveau par 
Kaiit, puis relevée par Comte, Hitl , Opzoomer, et les 
matérialistes proprement dits, Vogt» Moleschott, 
Bûcbner, est maintenant Tune des plus accréditées, et 
plusieurs philosophes , sans adopter dans ses principes 
la doctrine des empiristes, sont assez disposés à Tad- 
mettre en ce qui touche les axiomes mathématiques 
(Voir M. Ueberweg, introduction à la dissertation tra- 
duite à la fin de cet ouvrage). C'est Mil! qui, dans sa 
Logique des acioices induclives, a délendu cette opinion 
avec le plus de talent. Nous allons exposer fidèlement 
les arguments de cet auteur, en les fesant suivre de 
quelques remarques. 

I 2. — THÉOBIB DES BIIPIRI8TBB. 

L'induction , dît Mill, est le fondement de toutes nos 
connaissances. D'où vient alors cette certitude indé- 
pendante de Texpérience, que tous les philosophes 
reconnaissent aux mathématiques? 

C'est une illusion provenant de ce que les objets 
dont elles s'occupent sont imaginaires, et ausâi de ce 
que leurs drUtictions s'appuient en partie sur des défi- 
nitions adéquates : ce qui paraît être déduit avec évi- 
dence d'une définition, repose proprement sur la 
supposition qu'une chose correspond à cette définition ; 
supposition fausse : car il n*y a ni point sans grandeur, 
ni ligne sans largeur, ni cercle parfait, ni carré 
parfait, etc.; hien mieux, l'existence même de ces 
figures est, autant que nous pouvons Taffirmer, in- 
compatible avec la constitution physiquede notre globe. 
On répond que ces notions existent àpnot*i dans notre 
esprit. Malgré les autorités qui défendent cette opinion, 
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MiU croit qu'il n'en est riea; ces idées ue soat que les 
oopies des points, lignes, etc., que nous fournit le 
monde extérieur, des abstractions obtenues à Ttide de 
la faculté que nous avons de diriger notre attention 
sur un point particulier. Nous ne pouvons même nous 
représenter une ligne sans largeur. Si donc il n'existe 
pas d'objets correspondant aua définitions de la géo- 
métrie; si, d'un autre côté, on ne peut admettre que la 
géométrie s'occupe de non-êtres , il faut bien considérer 
les lignes et les figures comuic des généralisai I ou s ( 1 ) 
des objets de l'expérience. « Que tous les diatiicln s 
d'un cercle soient égaux, cela est vrai de tous les 
cercles en tant que cela l'est d'on seul ; mais en réalité, 
cela ne se peut dire d'aucun cercle; seulement , c'est 
assez approché, pour que, dans la pratique, anpuisw, 
tans erreur sensible, considérer ces diamètres comme 



( 1 ) Ily ft loi confoiàon : la ligne géométrique n'est pas k ginàrali- 

salion des lignes que nou.i lounili 1 expêrienct^ ; la ligne m général 
a une largeur et une éj)ai.Hsi;ur quclronqucs; elle u'esl pas sans lar- 
geur ni épaisseur. Miil était plus vrai quaud il voyait dans les figures 
gAométriques des abstractions. Du reste, l'argument qu'il emplois 
ici n'a pas gfaada valeur. Après avoir exposé U oonnaiseanoe par 
parties, la logique de Port^Boyal ajoute : « On voit par li combien 
est ridicule l'argument de quelques sceptiques , qui veulent faire 
douter de la certitude de la géométrie , parce qu'elle suppose ries 
Hpnes et des surfaces (jui ne sont pas dans la nature. Car lesgiorttèlr es 
ne supposent point qu U y ait des ligTies sans largeur , ou des surfaces 
mns profondeur; mais ils supposerU miment qu'on peut eamidirer ta 
UMgvmar sam faite otfmttoA à la targmtr; ee qui «s< iitduMtaiMe; comme 
lorsqu'on mesure la dùUmet dFun» ^lU àune outré , on m mettÊtê fué 
ta longueur des chemins , sans se mettre en peine de leur largeur. « 

Si l'on s'appuie sur un ikip»*!! argirrent pour prétendre que l'exac- 
titude des principes niathuai.iiiqnt's est iinaginaire, on pourra dire à 
Newton ou à Laplace : Votre mbcaruque céleste est fausse , car dans 

la nature U n'y a pas de corps qui ne soient qi» pesants. 
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égaux; » et, tant qu'aucune uécetisitr* yiratique ne nous 
force de tenir compte de ces irréguiarilés, uous opérons 
comme si elles n'existaient pas. 

Cette exactitude des principes mathématiques est donc 
tout imaginaire; pas plus que les autres sciences , la 
géométrie n'est complètement d'accord avec les faits ; 
mais nous le supposons pour en tirer des conséquences. 
Aussi Mill 86 range à Topinion de Dugald Stewart qui 
regardait la géométrie comme fondée sur des hypo- 
thèses auxquelles elle devrait sa certitude propre , et 
qui était d'avis que toute science, édifiée de la même 
manière sur des hypothèses , pourrait présenter le 
même enchaînement et le môme accord des conséquences 
entre elles et avec les prémisses, et que nécessairement 
elle nous paraîtrait évidente dans le cas où les pré- 
misses seraient vraies. Tout ce qu'on peut dire des 
théorèmes de la géométrie, c'est qu'ils découlent né- 
cessairement des prémisses ; et celleê-ei sûni des kifpo- 
tkèteê , 9i éiM^néeê d'être néceuaires , qu*Âlea ê'éearimt 
l0ifjofir« pAK ou momt de la vérité. On peut accorder 
la nécessité aux conclusions d*une science, en ce een$ 
qu'eUêê dieeulent deprénUssee qiU ne r^^ugnentpas au» 
eondUkms de toute recherche , et qui peuvent être waiee 
eu nm vraies, certaines ou douteuses , sans que cela 
empêche de les regarder comme certaines pour le but 
qu'on se propose. 

Parmi les principes de la géométrie , outre les détini- 
lions, il y a aussi les axiomes; il est vrai que quelques 
axiomes peuvent se ramener à des déiiniliooâ, mais cela 
est impossible quant à d'autres, tels que ceux-ci : deux 
lignes droites ne peuvent renfermer aucun espace, ou 
celui-ci qui lui est équivalent : deux droites qui se 
coupent en deux pointa coïncident ; et : deux droites 
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qui su coupent ne peuvent être parallèles à une méuie 
troisième (1). 11 en est quelques-uns qui sont vrais indé- 
pendamment de toute hypothèse, comme celui-ci : deux 
quantités égales à une même troisième sont égales entre 
elles; qui est vrai, même dans le domaine deVexpétienee, 
Sous ce rapport, la géométrie est sur le même pied que 
la plupart des sciences ; il y a aussi, dans ces dernières , 
des propositions générales absolument vratôs, telles 
que celle-ci en mécanique : pour arrêter le mouvement 
produit par une force, il faut une force égale et oppo- 
sée; ou cette autre: la terre tourne en vingt-quatre 
heures, etc., tandis que la proposition sur la figure 
de la terre, par exemple, n'est qu'approximative, te 
une^ et les autres sont d' ailleurs des inductions (2); 
mais les unes , au contraire des autres , ne sont viciées 
d^aucune fiction. 

Quel est maintenant le fondement de notre croyance 
aux axiomes ? Une induction fondée sur Tobservation. 
Cette assertion est contraire à un ancien préjugé philo- 
sophique. H. Whewell, qui a soutenu Topinion opposée 
et cherché à fonder philosophiquement les mathéma- 
tiques , étant un adversaire de poids , c*est contre lui 
seul que Mill dirigera son argumentation. 

Tout le monde accorde que les axiomes , dont il est 
question, nous sont fournis originairement par l'obser- 
vation ; mais Whewell et ceux qui se rangent à son 
avis , nient que ce soit l'expérience qui les prouve , 



{ 1 ) Noua faiBons remarquer que rargnineotation de Miil portera 
toujours sur ces prétendus axiomes, comme il était facile de le 

prévoir. 

(2) Quelle induction peut nous avoir donné la proposition que la 
tenre touroe en vingt-quatre heures ? ( Voir dans le chapitre suivant 
ce ipie nous disons sur \m définiUons scientiflipiM. ) 
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puisque , s'il en était ainsi, on aurait besoin, pour les 
établir, d'ane foule d'essais répétés , comme pour les 
vérités expérimentales proprement dites. Ces axiomes, 
disent-ils , sont des vérités à priori auxquelles l'esprit 
adhère dès qu'il les saisit. 

Mill répond : Si cette évidence est indépendante de 
l'expérience , elle lui est au moins conforme ; si cet 
axiome, deux droites ne peuvent enfermer aucun espace, 
n'a pas besoin de confirmation , c'est qu'il se trouve 
confirmé do lui-mùme à chaque iiisLauL do notre 
existence ; seulement cette expérience se fait de si 
bonne heure que nous ouljlions les opérations de 
l'esprit qui nous ont conduits à la formuler. Pourquoi 
donc chercher un fondement spécial de notre foi à 
cette catégorie de vérités? C'est aux défenseurs de 
l'opinion opposée à en démontrer la nécessité (i). 
Mais dans Timpossibilité oh ils sont d'établir que 
l'enfant a cette conviction avant que ses sens aient 
reçu des impressions, force leur est bien de re- 
courir à des arguments d'une autre nature, et que 
voici : 

Premier argument. — Nous voyons la proposition 
(deux droites, etc.) seulement dans la pensée, et non 
dans l'expérience extérieure; nous en reconnaissons la 
vérité par intuition. D'ailleurs, comment peut-on être 
certain expérimentalement que deux droites qui se sont 
coupées une fois ne se couperont plus, puisqu'on ne 
peut expérimentalement les prolonger jusqu'à l'infini V 



{l \ » Les idées qu'on croit innées , dit Hehétiiis , sont celles qui 
nous sont familières , et qui se sont comme identifiées avec nous ; 
mais elles nous sont toujours venues par les 6ea&, £lles sonti elfet 
4e réducation, de l'exemple, de l'habitude. • 
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La réponse se trouve dans la lacililé do se représenter 
en imagination les ûgares de la géomt^trie, et dans la 
certilode, acquisê par V expérience, que cette repré- 
sentoUon correspond fidèlement aox objets exiériears. 
C'est ainsi que dans tout système d*expérienees, non» 
opérons 8or qnelques individus qui représentent tous 
ceux qui leur ressemblent; ou bien eneore que nous 
pouvcms décrire la forme et la couleur d*un animal 
d'après une épreuve photographique, parce que nous 
nous sommes assurés de la fidélité de telles épreavcs. 
Ainsi l'expérience , pour être intérieure , n'en est pas 
moins une expérience. Quant an second reproche de 
ne pouvoir prolonger les lignes à TinOni , n'est-il pas 
vrai que, si elles se rencontrent, c'est à une distance 
iiûie? Or, lorsque je me représente deux lignes droites 
qui» commençant par diverger, finissent par s'infléchir 
Tune vers l'autre» représentation que je sais être légi- 
tima et conforme aux ûûts extérieurs. J'ai l'impression 
d'une ligne courbe et non plus d*une ligne droite. 

Second ar^men^. — 11 consiste dans la distinction 
fondamentale entre les vérités générales, et les vérités 
universelles et nécessaires. Si souvent que j'aie vu de 
la neige , je n'en puis pas conclure que la neige est 
blanche toujours et partout, encore moins qu'elle doive 
être blanche ; tandis que les axiomes mathématiques 
sont tels que le contraire est inadmissible, incompré- 
hensible. Quelque effort que je lasse, je ne puis me 
figurer, par exemple, que deux et trois fassent sept. 

Voyons, dit Mill, sur quel fondement cette argumen- 
tation repose et ce que signifie au fond cette încom- 
prébensibilité. 11 est reconnu que l'on éprouve la plus 
grande diiBcuIté à séparer deux choses que rexpérience 
de tous les jours nous montre constamment réunies. 
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Celte dilUcullé inhéreiUc à la nature de notre esprit cl 
très -puissante sur l'homme inculte , ne laisse pas 
d'exercer une certaine inlluence, môme sur l'homme 
instruit ; car l'homme reste l'homme. On pourrait en 
citer beaucoup d'exemples. Ainsi les partisans de 
Descartes repoussaient la théorie de Newton sur la 
gravitation , en soutenant qu*il est contradictoire qu'un 
corps agisse là où il n'est pas. C'était là l'effet d'une 
longue habitude. Que sera-ce si Thabitude est plus 
ancienne encore , plus enracinée : comme celle , par 
exemple, qui nous apprend que, quelque loin qu'un 
point soit situé , nous pouvons en placer un derrière 
lui ; qu'après un instant quelcuuquc , un autre instant 
suit ; ce que nous avons Irufinit en disant que l'espace 
et le temps sont induis / Quoi d étonnant dès lors que le 
contraire de l'axiome {deux droites ^ etc.) nous appa- 
raisse comme incompréhensible ? Quelle analogie , 
quelle série de faits dans une autre branche de con- 
naissances pourrait nous &ciliter la représentation de 
deux droites renfermant un espace? aucune. Pou^> 
quoi conclure de cette incompréhensibilitô contre la 
source empirique de cette proposition ? Whewell en- 
gageait ceux qui niaient sa distinction entre vérités 
nécessaires et vérités contingentes , à étudier la géo- 
métrie ; Mil! engage , de son côté , Whewell et ses 
adhérents à étudier les lois de l'association. 

M. Whewell lui-même n'apporte-t-il pas des preuves 
à l'appui de l'opinion adverse , en citant ces principes 
nouveaux des sciences (la j^ravilation,paf exemple), dont 
nous ne pouvons concevoir aujourd'hui la non-admission, 
et qui furent rejetés au nom de leur inconcevabiiité par 
les contemporains de ceux qui les ont découverts? Pour 
lui donc, pas plus que pour Miil, l'inconcevabilité d'une 
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proposition n*esi une raison de la rejeter d'une ma- 
nière absolue. 
Dans le même chapitre , Hill cite ce passage de la 

Qmterly Reuiew : 
a LMdée de direction , c'est-à-dire Timpossibilité 

d'aller directement d'un point donné à un autre point 
par plusieurs cljciiiins , est un objet de rcxpérieuce 
pratique lonj^temps avant d'être l'objet de la pensée 
abstraite. Nous ne pouvons nous imaginer le contraire 
sans porter atteinte an somcnir de notre expérience 
antérieure , et sans détruire la notion que nous avons 
de l'espace. D'où pourrions-nous tirer , si ce n'est de 
Vexpériencê , la certitude de Tbomogénéité des parties 
de la distance, de l'espace , de la force , des aggrégats 
mesurables en général , dont la vérité des autres 
axiomes dépend* » 

Enfin , dans un autre endroit de son ouvrage 
{V^ partie, chap. 24, § 7) il s'exprime ainsi : 

« On accepte que deux lignes droites ne peuvent 
enfermer un espace; — que des lignes (iiuiles divergent 
l'une de l'autre à divers degrés ; quHl existe des choses 
comme des an (fies , qui sont capables d'être égaux ou 
inéffnux. On accepte quHl existe une ciwse comme un 
cercle et que tous ses rayons sont égaux ; qu'il y a des 
choses comme des ellipses, et que la somme des distances 
focales pour chacun de leurs points est la même ; qu'U y 
a des choses comme des HffnêS paraUèks , et que ces 
lignes sont toujours à égale distance Vune de Vautre,., » 

Telle est la théorie de Mill. Nous n'entreprendrons 
pas ici une réfutation des doctrines empiriques. Nous 
voulons seulement savoir si elles suffisent à rendre rai- 
son de ce qui est , si elles ne laissent pas place à de mvh 
\ {:iiax pourquoi sur les (ddsqïieiies prétendent expliquer. 
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Quand on demande à Milt d'où provienl Hllusion qui 
nous fait regarder les vérités mathématiques comme 
nécessaires, il allègue la force de Thabitude , d*obser- 
vations souvent répétées. Mais quelle observation plus 
constante que celle qui nous montre le soleil tournant 
autour de la terre, les astres plus grands à Tborizon 
qo*aa zénith? Il y a donc autre chose qui rend raison 
de cette certitude. Le géomètre est certain que partout 
où il y a des êtres intelligents , les principes mathéma- 
tiques sont valables. C'est ce que Mill accorde lui-même 
quelque part : « Nous ne doutons pas, dit-il, que 
dans la région des étoiles fixes, la ligne droite ne 
soit le plus court chemin » ; et dans un autre passage : 
« Si de deux corps, Tun est une sphère, et l'autre 
un cylindre de même hauteur et de même diamètre , 
le premier sera les deux tiers du second, quelles 
que soient d'ailleurs la nature et la matière de ces 
corps. » En vertu de ses principes, il devrait cependant 
admettre la possibilité d'une expérience contraire aux 
faits jusqu'ici observés. 

Lilluiiion qui nous trompe, ajoute-t-il encore, pro- 
vient de ce que cette science se fonde sur des défini- 
iKuis adéquates. Que signifie au fond cette réponse ? 
Pourquoi tuute science fondée sur des détimtions adé- 
quates est-elle évidente? Pourquoi est-il possible en 
géométrie de donner des définitions adéquates? Peut- 
on donner des définitions adéquates dans d'autres 
sciences? La solution de ces questions serait très-inté- 
ressante, et Mil! ne la donne pas. 

Enfin, dit^il, les objets de la géométrie étant 
simples , nous n'avons aucune difficulté de nous les 
figurer intérieurement, et en outre l'expérience ne nous 
montre jamais le contraire de notre croyance. ~ Mais 
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nous lui demanderons pourquoi les objets de la géométrie 
soQi simpies; pourquoi iexpéi i( noc ne nous montre et 
ne nous montrera (i! on est eerlain) jamais le contraire. 
Pour répondre à la dernière de ces questions » Mill 
pose Taxiome de la constance et de Vinvarialnlité des Uds 
de la nature. Or, cet axiome s*appuie sur une induc- 
tion plus générale, et bien loin de pouvoir servir à 
étayer l'invariabilité des lois particulières, il est lui- 
même une conséquence de celle-ci. Pour établir que les 
lois mathématiques sont invarialjlcs , je ne puis pas 
m a|ipuycr sur la proposition que les lois de la nature 
sont invarial)lcs, celle pi oposition étant plus générale 
et par conséquent moins certaine que la première. 
Nous reviendrons d'ailleurs plus tard sur ce point. 

Ainsi, des propositions qui ont été l'objet de ce 
débat, les uns font des axiomes, d'autres des postulats, 
d'autres des faits. Quelle différence i^lill établit-il entre 
vérité expérimentale et théorème? Où doit cesser le 
fait? Quand doit commencer la démonstration? C'est 
assez dire que Mill , de même que Kant , est obligé de 
faire Ténumération des vérités premières qu'on admet 
sans démonstration, quMl doit nous dire jusqu'où s'étend 
le domaine des faits admis sans preuve , sur la foi de 
rintuiliuii externe , qui vient détrôner l'iuLuition interne 
du philosophe de Kœnigsberg (1). 



{lyH s*est trouvé quelqu'un qui, pousflantàl'extrènie ces doctrines, 
a voulu faire âe la géométrie une science en grande partie toute 
d'intuition .Nous ne parlerions pas de cet auteur.dont la dissertation est 
une tléclamation trop souvent grossière pour filre sciontifiqup , si sa 
tliéorie n'était la conclusion icgiiirne do celles qui précèdent. Dès 
qu'on n'a paa de règle fixe pour distinguer les vérités à admettre 
sons démonstration de celles qui dohreat découler du Taisonnementf 
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I 3. — THÉORIS DES ID]^ISTfiS-IiÉAI.ISTSS : M. UEBERW£G (1). 

Dos auloiirs prccédenls, les uns, les géomètres, 
accepUicnl le prohU^'inc d cherchaient à le résoudre, 
sans y réussir; les autres le détruisaient, soit en re- 
gardant les postulats comme des vérités à priori, soit 
en les rangeant avec les axiomes au nombre des vérités 
empiriques; mais aucun ne s*était avisé de remonter 



( 1 ) Voir, àlafinderottvrage, la traâaeûon des principaux «traits 
ûe la dîsserUiUon de ce philosopbe, tiiée des Àreh, pidag, de ioAit,^ 

voi.xvn,ta5i. 



rien ne s^oppose à ce qa^on 6rige en fUt évident, oe à quoi d'autres 
se Toient oliliKés de chercher une démonstration. 
Dans sa A^rmff âê la géométrie (Paris, Mallet-Bacheller , 1S58) 

rot nntPTir part î^p ce principe que tniitc scioncn, pour oxi^ter, a 
besoin de données rlont i! faut faire l'énumération , nt qui sont la 
matière mùmo Ue la science. Pour qu'il y ^it une boUinique, il faut 
des plantes ; pour qu'il y ait mw loologie , Il ftnt des animaux ; 
pour qu'il y ait une géométrie, il finit des fidts géométriques. 
M.BaiUy, nous n'en doutons pas le moins du monde, sait ce que 
c'est qu'un fait géométrique , mais il a oublié de nous l'apprnndrG. 
Heureusement pournous qu'il en a cité un grand nombre; tous les 
théor^tmes des deux premiers livres de Legendre sont des faits qu'il 
est inutile de démontrer , ce qui n' empêche pas l'auteur d'essayer de 
temps en temps une démonstration. Il y a même des &its géomé- 
triques qui sont restés jusquUcI caciiés , ^ qui le resteront 
encore pendant longtemps : c'est un Csdtque ■ s'il y avait h partager 
Parc CR rn deux parties égales, il n'y aurait qu'à pnrtap;er la corde 
CR qai le souslend ; pour partager en trois ^ le moyen est inconnu. » 
Je continue de citer l'auteur : 

« Ces propositions préliminaires, dont on poumdt augmenter le 
nombre, ne sont pas autre dioee qu'une sbnple description de fails 
gêemiMque»^ Ces Aiits sont aujourd'hui noyés dans un amas inco- 
hérent d'expressions vagues et indéterminées. On balbutie des expli- 
rniions, des démonstrations et f1e= preuves, sans savoir en quoi 
consiste une explication , un« âéinonstrati<m , un« preuoe ; ce» mots 



.se- 



aux principes de la science , ou , si Tidée en avait été 

émise, d'en essayer une nouvelle exposition. 

M. Ucberweg a tenté d'asseoir sa réformalion de 
la géomélrie sur une théorie philosophique. Sou sys- 
tème se fonde sur une induction première : Dans toutes 
les sciences comment procède-t-on? Comment procède- 
t-on en astronomie , en physique , et même , ajoute-t-il 
autre part, en botanique, en zoologie, en physiologie? 



mal définis tent employés à tort et à travers, et Vespfit le mieux 
disposé ne peut leur attacher de signiflcatioii précise. Le géomètre 

croit toujours être au sein des sophistes grecs, et il parle comme 
s'il voulait los empi'H Iilt de l'interrompre. Il accumule alors des 
diMiionsiriitions et des preuves, et H sait ni ce que c'esl qu'une 
dénwmiralianj ni ce que c'est qu une preuve. » 

L'auteur a eu cette fois la bonne idée de nous dire ce qu'est une 
démonstration : « Une démonstration, saches^le donc, a pour but 
une apprtelation de rapports, on ne démontre ni les choses, ni leurs 
attributs, et propriétés.... Mais il n'est pas moins ridicule d'essayer 
de df''montrer que deux points suffisent pour déterminer une ligne 
droite , qu'il ne le serait de vouloir démontrer que le soleil est 
brillant , que Targent est blanc , l'or est jaune , etc. » 

Quand on a de si lumineuses explications à donner, on a bien le 
droit de dire en parlant des prtne^, eaiome», théarèam , dimom- 
irationSf Immes^ coroUaires : « c'est avec du galimatias (sic) de 
cette sorte qu'on fait de la gîiométrie. >'ous le dciiiiuidons à tout 
homme de bon sens , quel esprit droit pourrait supporter avec calme 
une si creuse divagation ? Ces insupportables scbolastiques ne tar- 
deront pas sans doute à démontrer la droite elle-même, puis enûn 
kàèmoatcetle point ; et quand on leur demandera ce qu'ils entendait 
par dénwnirw, ils n'en sauront absolument rien. • N ous youlons 
admettre que l'auteur sait, lui, ce qu'il entend par démontrer , mais 
en attendant l'ère féconde où , suivant les chemins tracés par 
M. Bailiy, • l'esprit se sentira à son aiso au sein des sublimes vérités 
qui brilleront du plus pur éclat , y déploiera agréablement ses ailes 
et y prendra toute son ampleur » , cette ère oti • l'on se contentera 
de montrer les figures , et d'en bire saisir les diflférents attributs » , 
à la riche énumrâation de fiiits géométriques que M. Ballly s'est 
donné la peine de fidre, nous préférons le gslimatlas de Legendre. 
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Oû part des résultats de rexpérience pour remonter 
aux principes» puis de ceux-ci ou redescend vers les 
phénomènes pour les expliquer. Kepler détermine exac- 
tement la route des planètes — voilà Texpérience. La 
nature de leur oii>ite peut s*expliquer parfaitement en 
supposant inhérente à la matière une force particulière, 
raltraction — voilà le principe. A Taide de celui-ci , on 
construira loiil le système solaire, et la mécanique 
célesto sera constituée. — En optique, le phénomène 
de l'intei iérence des rayons iumijif iix uous conduit à 
l'hypothèse des ondes; celui de la polarisation, à celle 
des vibrations transversales ; puis ces hypothèses servi- 
ront à expliquer tous les autres phénomènes lumineux: 
c'est la tâche de l'optique mathématique. 

Pourquoi , dit l'auteur» n*en serait-il pas ainsi en géo- 
métrie? dette science doit^elle faire exception ?D*ailleurs, 
le procédé des sciences naturelles n*est4i pas conforme 
à la marche de l'esprit humain qui , partant du parti- 
culier, du concret, «pô^pw îrp&ç ^/»â<, s'élève au général, 
à l'abstrait, rrcor^ov ç>y«t, puis du général redescend 
vers Iti paiLicuiier? Pourquoi aussi quand toutes les 
sciences sont doubles , ont une partie expérimentale, 
analytique, et une partie théorique, synthétique, l.i 
géométrie n'aurait-elle que la dernière? Pourvoyons 
donc la géométrie d'une base expérimentale, et peut- 
être les principes que nous fournira l'expérience, nous 
donneront la solution des difficultés qui se ren- 
contrent au seuil de la science, telle qu'elle existe 
aujourd'hui. 

M. Ueberweg semble regarder le choix de ces expé- 
riences comme plus ou moins arbitraire, et ne se 

laisser guider que parla simplicité. Quoi qu'il en soit, 
il s'arrête à ces quatre principes : 
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1. Tout corps parfailemoiit libre peut se mouvoir 
partout et dans tous les s^ns. 

Il S'il est ûxé en un endroit, aucun de ses points 
n'est libre de se mouvoir parlout, quoiqu'il ne soit pas 
privé de mouvement. 

III. S'il est flxé par deux endroits, aucun de ses 
points n*est plus susceptible de se mouvoir partout où 
il pouvait se mouvoir dans le second cas; et de plus, 
une suite continue de points reste immobile dans le 

COl'pS. 

IV. EnOii, s il est fixé par trois endroits, le corps 
reste immobile. 

De la première expérience, on déduit par idéalisa- 
tion, le principe de ïiiomogénéité (i) , continuité &l 
infinité de l'espace. 

De la seconde, l'idée du points élément de l'espace, 
et de la surface t trajectoire des points mobiles dans la 
rotation du corps autour du point flxe. 

De la troisième, l'idée de la ligne; mais, pour arriver 
à celle de la ligne droite. Fauteur se trouve avoir besoin 
de la quatrième, sans qu'on sache trop pourquoi. Il 
semblait plus naturel de tirer la ligne droite de cette 
troisième expérience , en tant qu'elle est le lieu des 
points qui restent immobiles pendant la rotation ; et de 
la quatrième, l'idée du plan pour une raison analogue. 

Ces principes obtenus analytiqueraent, M. Ueberweg 
procède h l'édiricalion synlhélique de la rréométrie. Di- 
sons ici, pour ne pas nous appesantir sur des critiques 
géométriques, qu'il fait jouer un grand rôle aux infini- 
ment petits et aux limites, malgré les dangers de oon- 



( 1 } Voir ce que nous disons liv. II , chap. II sur l'iiomogénèité de 
rrspace. 
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fiidératioQS de celte oaturc; et que, d*un autre côté, 
ses démonstrations sont encUataées d'une façon obscure 
et laborieuse. li est vrai qu'il pourrait se justifier en 
affirmant que, dans les sciences , on est souvent obligé 
de démontrer ce qui est clair et simple , par des rai* 
sonnements longs et difficiles. Maïs si la remarque 
s'applique au postnialum d'Euclide, c'est là, comme le 
dit Mill , un oj)[)robrc pour la géométrie. 

Dans la crili<|uc qui va suivre, nous fesons loujours 
absLraclion dt^ la théorie philosophique de l'auteur, sur 
laquelle nous reviendrons dans le chapitre suivant, et 
nous nous attachons spécialement à la partie scienli- 
lique de son travail. 

C'est rinductioa qui a amené M. Ueberweg k ratta- 
cher la géométrie aux sciences naturelles Voyons donc 
s'il est resté aussi fidèle à Tanalogie quMl le prétend. 

Toute science, dit-il, a une partie expérimentale, 
analytique, et une partie théorique, synthétique. Mais 
en quoi consiste cette partie expérimentale, en astro- 
nomie, en physique , en botanique, etc. ? Ce n est pas , 
comme semble le croire M. Ueberweg, dans un nombre 
plus ou moins restreint de faits empiriques; maisessen- 
tiellemeat dans la description, fidMc et complète autant 
que possible de tous les phénomènes, qu'on obcrehcra 
ensuite à expliquer par un ou j»Uisieurs principes géné- 
raux. La partie expérimentale de la géométrie devrait 
donc être la description et l'énumération de toutes les 
figures que nous présente l'univers; et cette science 
existe en partie sous le nom de cristallographie ; le bo- 
taniste, le zoologiste, décrivent eux aussi les formes 
des objets dont ils s'occupent, et cette partie de leur 
science n*en est que la partie géométrique. En un mot, 
la géométrie expérimentale, c'est l'étude des corps, 
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abstraction faite de leur qualité, de la nature particu- 
lière de leur substance. Recherchez ce qu'il y a de 
commun dans les phénomènes des figures naturelles , 
vous obtiendrez les principes de la géométrie théorique ; 
puis à Taide de ces principes vous reconstruirez tout 
un monde de figures idéales , des triangles , des cercles , 
des tétraèdres» des icosaèdres, qui servent comme de 
types aux triangles , cercles , tétraèdres , icosaèdres de 
la nature. 

Celte erreur fondamentale est la source de toutes les 
fautes contre Tanalogie que nous allons signaler. 

A. M. Ueberweg regarde le choix de ses expériences 
comme arbitraire dans certaines limites ( t ), et cite, à 
cet ettet , Kepler qui porta ses observations sur la pla- 
nète Mars, tandis qu'il eût pu choisir tout aussi bien 
Jupiter, ou Vénus, ou Saturne. Mais c'est une erreur. 
Kepler veut établir cette loi : Les planètes se meuvent 
dans une orbite elliptique. Qu'a-t-û à faire? Une seule 
chose: c'est d'observer toutes les planètes connues, et 
de déterminer leur orbite. Qu'il commence par Mars , 
c'est bien ; mais s'il y a choix ici , c'est dans Tordre des 
expériences, et non leur nombre ou leur nature. Aussi, 
des qu'on découvre une nouvelle planète, la première 
chose que 1 on Tait, c'est de voir si elle obéit aux lois 
de Kepler (2). 

Ce qui a causé l'erreur de Al. lîeberweg , c'est qu'il 
n'a considéré que le cas où il y a un débat à vider entre 
deux théories contraires. Sans doute, quand il s'agit 

( 1 ) Dans la dissertation telle qu'Ole est imprimée dans les Arek» 
pédag. , l'auteur le regardait comme tout-à- fait arbitraire et ne se 
laipsnit sïnuler dans ce choix que par la simpUciLô. 

(2) Voir (railleurs à ce propos, dans le chapitre suivant, la 
discussion sur la généralité des lois de la nature. 
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de décider entre la théorie de rémission et celle des 
ondulatioQS, on a le choix libre entre les expériences 
qui ne peuvent s'expliquer que par l'une des deux 
théories. Mais, en réalité, pour que les ondulations 
arrivent à Tétat d'hypothèse à peu près définitive, 
comme Fattraction , il faut considérer remenUde des 
phénomènes lumineux ( 1 ). Et voilà pourquoi dans les 
sciences naturelles, à c6té de la science théorique , il y 
a la science expérimentale , qui n'est que le catalogue, 
le muséum des lails que la première doit coordonner ; 
et c'est parce que ce catalogue est indéfini , qu'une 
hypothèse, quelle que soil sa probabilité, reste toujours 
plus ou moins hypothèse , et que les phénomènes , 
quelque nombreux qu'ils soient, sont toujours suscep- 
tibles de plusieurs explications. Gomme le disait Mil! , 
on peut expliquer tous les phénomènes célestes en 
supposant que les mouvements apparents soient les 
mouvements réels , quand ce ne serait que par l'expli- 
cation surnaturelle qu'un génie préside à chaque monde 
et le conduit à toute bride dans une voie tracée d'avance 
par la main du Tout-Puissant* Mais cette hypothèse 
seule est acceptée comme vraie , qui , tout en étant 
simple, donne une explication complèle de lous les laits 
connus , et même qui permet d'en découvrir , d'en 



{ 1 ) C'est si vrai qu'il y a de ces phi'niomrnes qui ne s'expliquent, 
dans rhjTiothèso des ondulations, qu'à l'aide d'hypothèses acces- 
soires ; ainsi , par exemple , les anneaux colorés , d'après la 
théorie pure et ^ple , devraient se présenter en sens iaverse , et 
ne trottvoat leur «xplieatioa complète que dans la supposition 
venue npr^s coup , que la réflexion fidt perdre un nombre impair 
de demi-ondulations. C'est parce quo cet ensemble est beaucoup 
moins connu, vu la complexité des pliénomènes, que. 1 hypothèse 
des ondulations est jusqu'à présent moins hwn établie que celle de 
l'attraction. 
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deviner d'autres restés incoiuius, comme cela est arrivé 
pour la planète Neptune, ou la rotation de i'anneau de 
Saturne , ou Lien encore pour l'iiypollii'sc des ondula- 
tions, dans l'expérience du disque percé d'un trou central. 

En cst-U ainsi des expériences et des hypothèses de 
M. Ueberweg ? Pas le moins du monde : elles ne résu- 
ment pas les faits géométriques , et bien mieux elles ne 
les expliquent pas avec facilité» nous ne disons pas^pour 
le moment, avec rigueur. Il peut choisir les expérien- 
ces qu'il veut ; pourvu qu'elles lui dor<nent Tespace , 
le plan, la droite et le point, elles le conduiront au but ; 
et ces expériences mêmes n*ont pas ici à décider entre 
deux ou plusieurs suppositions tgalemcnt possibles; 
ce sont , en réalité , do nouvelles définitions ( voir 
surlouL la 111*-" ) substiluces aux anciennes. Aussi, en 
réalité , ne lui ont-elles pas servi à f,n'and' chose ; on 
avait démontré depuis longtemps que le lieu géomé- 
trique des points à égale distance de deux autres était 
un plan, c'est-à-dire qu'une droite pouvait s'y appuyer 
dans tous les sens. L'idée de la direction qu'il introduit 
ensuite pour expliquer les parallèles, n'est pas contenue 
dans ses expériences ; la définition qu'il en donne est 
tout À priori; et ce qu'il y a de véritablement nou- 
veau , la démonstration que la droite est le plus court 
chemin entre deux points , pouvait se déduire presque 
immcdialemont de la II' et de la IIP expérience. 

B. Comme le fait remarquer M. Ueberweg iui-mcme, 
dans toute science les principes se fortifient par leur 
accord avec les faits déjà observés; cela résulte môme 
de leur caractère tout hypotliéliqiie , tout provisoire; un 
nouveau fait se présente-t-il qui ne s'explique pas avec 
la môme facilité, on rejette l'hypothèse et l'on en cherche 
une autre. L'histoire des sciences n'est même que This- 
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toiru des bul>8tilutioi»s d'hypotlicses nouvelles à d'autres 
hypothèses moins avantageuses; ainsi en astronomie, 
on a d'abord les cereles de Plalou et d'Aristole, les 
épicyelesdePlolémée, puis Copernic; Kepler lui-môme 
ne fit-il pas dix»neuf hypothèses sur la nature do la 
trajectoire de Mars avant de rencontrer la honne? Ainsi 
en physique Thorrenr du vide est remplacée par la pe- 
santeur de Tair, rémission par les ondulations, etc. 
Le fait, voilà ce qui est certain; le principe au contraire 
n'est admis qu*avec hésitation* H. Ueberweg, dans sa 
nouvelle théorie, a-t-il substitué une liypolhcse à une 
autre liypoLliùse? u-l-il fondt' la Lj^L'omélrie sur d'autres 
principes que ceux qui lui ont toujours servi de base? 
L'explication des phénomènes géométriques en esl-elle 
devenue plus facile? Non : tout au plus pourrait-on 
voir dans son travail un essai curieux d'une réduc- 
tion dans k nomhro des axiomes ; mais pas de point de 
vue nouveau pour en faire apprécier Tessence. De plus, 
comme cela apparaîtra plus clairement quand nous 
aurons exposé notre théorie de la certitude des propo- 
sitions scientifiques , il a confondu des faits avec des 
principes. Quand tout Tensemble de la science géomé- 
trique sera construit , quand on verra l'accord de toutes 
les conséquences entre elles et avec les faits, en quoi 
la définition de la droite, du plan, du point, l'infinité 
de l'espace seront-elles conlirmées? Ce sont là des faits 
aussi, et qni sont toujours les mêmes depuis que la 
géométrie existe. 

C. Dans les sciences naturelles, les expériences qui 
servent à établir les principes» sont des faits qui rentrent 
dans le domaine de ceux que ces sciences ont mission 
d'expliquer. La trajectoire des planètes est un phéno- 
mène astronomique ; Tinterférence et la polarisation , 
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des phénomènes optKjiics. Il n'en est pas de môme des 
expériences que M. Ueberwcg place en tête de la géo- 
métrie. Ce ne sont pas des faits géométriques , mais 
des faits mécaniques ; la géométrie n'aura pas à en 
rendre raison plus tard ; les principes trouvés» on les 
met de c6té , et Ton n'en parle plus. Le temps vient se 
mêler sous la forme du mouvement à Tétude de Tespace. 
— Pour s'en démêler, répondrait-il. — Mais là est préci- 
sément la faute contre l'analogie : les expériences mises 
en œuvre importent autre chose qui n'appartient pas à 
la science. On aurait beau dire que nulle science ne 
marche seule , et sans l'appui de ses sœurs; que l'aslro- 
nome se sert de télescopes , appelant ainsi à son aide 
l'optique; que le physicien, pour ses prismes de cristal, 
a recours nu L'hiiniste et au géomètre; ce serait con- 
fondre le moyen avec l'objet même de la science ; autant 
vaudrait dire que l'astronome appelle à son aide la phy- 
siologie , parce qu*il se sert de ses yeux. Le phénomène, 
voilà ce que le naturaliste veut obtenir, veut connaître; 
les moyens qu*il emploie pour le connaître sont acces- 
soires , et il n'a pas à s*enquérir de leurs principes. 
L'astronome, en tant qu'il ne fait que noter exactement 
les coordonnées des astres, n'a pas besoin de con- 
naître la théorie de l'instrument qu'il emploie, ni la 
manière dont on a taillé les lentilles, forgé les tubes, 
creusé les vis. 

Nous aurons encore, dans le courant de ce travail, 
à présenter plusieurs observations sur cette théorie, 
à laquelle nous attachons une grande importance , vu 
l'affinité étroite qui, malgré des divergences considé- 
rables, la rapproche de la nôtre. L*exposé de celle-ci 
est donc nécessaire pour que ces observations de- 
viennent intelligibles. 
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CHAPITRE n. 



DES SCIENCES ET DES CARACTÈRES DE LEUR OBIET. 

Qu'est-ce que la science? quel est sou but? comment 
le réalise-t-elle? Ce sont là toutes questions prélimi- 
naires qu'il faut résoudre, avant de songer à établir les 
principes d'une science quelconque. La nature de ce 
travail ne nous permet pas d*y répondre en détail ; nous 
nous contenterons de poser quelques prémisses que leur 
évidence fera» pensons-nous, adopter. 

La science idéale ou absolue est la reconnaissance 
de raccord entre l'univers et rintelligence ; la science 
humaine ou actuelle est la tendance vers la connais- 
sance complète de cet accord; c'est un ensemble déplus 
en plus complet de vérités reconnues. 

On voit par là , que nous ne croyons pas qu'il puisse 
exister des sciences complètes, incapables désormais 
de tout progrès. C'est même cette inaccessibilité du 
but, qui est la condition de notre activitéjncessante ici 
bas. C'est un fait reconnu de tout temps : l'homme veut 
savoir ; Fimmensité de la tâche né le rebute pas. Pour- 
quoi veut-il savoir? Cette question est en dehors de 
notre objet. Mais que veut-il savoir? Nous le répétons : 
la science absolue. 

Dans cette science, les faits sont groupés de telle 
sorte , que l'on voit immédiatement les lois auxquelles 

3 
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ils sont soumis et la manière dont ils s'enchaînent. 
Celui qui a créé Tunivers en voit l'ensemble de cette 
façon. Pour lui » le fait , sa place > son explication sont 
une seule et même chose. Si l'astronome connaissait le 
lieu précis de tous les corps célestes à un moment 
donné, leur masse exacte , et que ses moyens de calcul 
fussent plus intuitifs, il pourrait dire immédiatement 
quelle serait leur position au Mioraent suivant; et c'est 
vers ce résultat qu'ont jusqu'ici tendu tous les progrès 
de l'astrononiie mathémaLique. Qu'on réussisse à l'at- 
teindre, et cette science est constituée dans son idéalité. 
C'est là qu'arrivait en quelque sorte Guvicr« quand il 
reconstruisait le squelette entier, dontii ne possédait 
qu*un os; c'est un but sembbible qu'on poursuit, quand 
on cherche à trouver, dans la conflguratîoii et le dimat 
d*ttn pays , la raison des modifications de sa flore et de 
sa iîiune» et des mœurs de ses habitants. 

La méthode de la science consiste donc, en général, 
à définir les Êùts, à les grouper de manière que chacun 
apparaisse comme le produit de ceux qui le précèdent ; 
en d autres termes, à les ranger dans l ordre du simple 
au composé. Pour cela, il faut rechercher d'abord en 
quoi consiste la simplicité d'un fait , et comment un fait 
plus particulier se compose ou se complique. 

La chimie inorganique offre un bel exemple de déli- 
nition de corps simples et de corps composés, ainsi 
que d'une classification idéale. £lle commence par 
dresser la liste de ses éléments, puis elle les combine 
deux à deux : ce sont les composés du premier ordre; 
puis oeux-ci deux à deux , à leur tour : ce sont les com* 
posés du second ordre, et ainsi de suite. 

Deux objets étant supposés connus, si un troisième 
en découle par une loi connue, l'énoncé de cette loi 
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est la définition de ce troisième. Telle est la définition 
généH^^ la seule absolument valable. Tous les faits 
ne peuvent donc se définir. Nous verrons plus loin 
quel est le caractère scientifique des Mis non définis- 
sables qui sont en tête de nos sciences. 

Une remarque sur le classement : il suit de ce qui 
précède que le classement idéal est déterminé , quoiqu'il 
puisse se faire que le classement actuel soit imparfait 
par suite de notre ignorance. Supposons que le cercle 
soit, par sa nature, une figure plus compliquée que le 
triangle ; dans la science idéale, l'étude du trianj^Hc 
doit précéder celle du cercle, quoique, dans la science 
actuelle dont les moyens de démonstration sont impar- 
faits, l'étude, soit complète, soit partielle du cercle 
puisse précéder celle du triangle. 

Ce chapitre sera divisé en trois paragraphes : 
De la science universelle. 

^ De la science des corps inertes. 

3^ Déduction de l'objet de la Géométrie. 

I t. — DE LA SCIENCE UNIVERSELLE. 

La science universelle se subdivise en sciences par- 
ticulières suivant la nature diverse des laits qui en sont 
l'objet. Les lois de l'esprit humain étant immuables, 
les sciences se classent d'après leur objet. 

Le mot objet revêt ici un sens tout particulier. L'objet 
de la science n'est pas l'objet tel qu'il est donné par 
l'intuition ou l'observation externe, mais tel qu'il est 
saisi par TinteUigence. Je tiens en main un minéral : 
cet objet, bien qu'unique, se subdivise en plusieurs 
objets scientifiques, si Ton peut ainsi s'exprimer. Le 
cristallographe, le géomètre en étudieront la forme; 
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le chimiste, la composition et les réactions ; le physi- 
cien, les propriétés optiques; ce minéral peut être, 
en un mot, Tobjet d*one foule de sciences, qui se 
nomment cristallographie, minéralogie, physique, 
chimie, etc. 

Résoudre le problème de la classification des scfen- 

ces, ce serait donc faire. Ténumération , suivant un 
principe rationnel, de toutes les luanièrcs possibles de 
considérer l'objet de la science en général. 

Notre but n'est pas ici de tenter cette solution dans 
tous ses (lét;iils; ainsi que nous le dirons tantôt, nous 
doutons même qu'elle soit possible, dans le sens où 
on Tentend communément; nous voulons seulement 
déduire Tobjet de la géométrie, 

La science humaine a un objet : l'étude de l'univers. 
De là, une première division de cette science , suivant 
que j'étudie Tunivers en lui-même , ou les conditions de 
son intelligibilité; les choses d'un cêté, Tintelligence 
de Tautre; le monde ou la pensée, les êtres ou les idées, 
le non-moi ou le moi. L'intelligible et l'intelligent sont 
I corrélatifs; ils existent l'un pour l'autre et l'un par l'autre; 
1 l'inintelligible n'existe pas, pas plus que l'intelligence 
\ pure (1). Ce sont denx mondes juxtaposés et opposés, 
dont la conscience clicrche la synthèse. Ils sont oppo- 
sés, disons-nous; en effet, dans le monde de la pensée, 
tout s'enchaîne, se coordonne ; tandis que les faits sont 



( 1 ) Dans rensemlïle de rtmivei's ou d«s olqots de FintelligeDce 
est comprise la poosée de rhomme. Nous ajoutons oette note pour 

corriger ce qui pourrait paraître trop exclusif dans cette division, 
et pour expliquer en môme temps ce terme d inlelligence pure. 
Nous entendons par là l in tell i^^eni e abslraclioa laite de tout cou- 
tenu et de toute pensée , même de la pensée d'elle-même. 
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divers, épars, saos lien apparent. De cette génération 
de la seience résulte sa bifurcation postérieure, qui 
se propagera jusqu'à ses extrêmes embranchements. 
L*e8prit humain, en face de la nature et des iaits qu'il 
y voit, les généralise de plus en plus, c'est-à-dire les 
ramène à des lois plus ou moins générales , toujours 
eonerètes et phénoménales , qui n'ont jamais, en tant 
qu'objectives , un caractère de généralité absolue, d'é- 
vidence, de nécessilé ; ces lois, auxquelles il soumet les 
faits, ne sont, au fond, que d'autres faits moins nombreux 
et tout aussi incompréhensibles que les premiers. D'un 
autre côté , quand , partant de ces faits généraux , et 
leur accordant un caractère idéal et subjectif, il leur 
applique ses propres lois, il construit un univers tout 
subjectif aussi , où les faits sont placés et classés de 
manière à s'expliquer d'eux-mêmes; et il y a «ei^n^, 
les faits idéaux sont vrais, quand ils coïncident avec 
les faits réels ; ce qui a lieu , quand les principes sub- 
jectif de la science sont à la fois objectifs. Ces principes, 
dont nous trouverons tantôt le véritable caractère, sont 
ce que l'on nomme àes hypothèses. L'hypothèse, quoique 
fuui iiie par l'observation et terme de la science expéri- 
mentale, est donc, comme point de départ de la science 
idéale , tout idéale, et elle tend , à mesure que les faits 
la confirment, ù prendre elle-même la valeur d'un fait. 
Quand l'hypothèse est fausse , le système n'en subsiste 
pas moins comme enchaînement, mais nous devient 
.muHU. Ainsi, je puis bâtir tout un système solaire en 
supposant que les planètes se meuvent en cercle, je 
puis même me poser le problème de le faire coïncider 
avec la réalité, et c'est ce qu'a résolu, jusqu'à un certain 
point, Ptolémée ; mais j'appelle ce système faux, parce 
qu'il ne correspond pas à la réalité. Je puis , partant 
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d'une idée à priori de la matière, (idée qui ne me viendra 
d'ailleurs que par mon contact avec la matière) conS" 
traire un aystème chimique et physique ; je pais me 
donner, par exemple, la liste des corps simples avec leurs 
affinités électriques, leurs équivalents vrais ou sup- 
posés , leurs lois de combinaisons , puis faisant de mon 
cerveau mon laboratoire, produire à l'infini des réactions 
et des corps composés, sauf à ne pas me rencontrer avec 
la iKitut e; il m'est loisible, étant donnée la loitleMariotte, 
que le volume des gaz est inversement proportionnel à 
la pression — loi que mu^ snvons mainlonaiii rire 
fausse — de la rep^ardcr comnio |)ropre aux gaz, comme 
les définissant, et de fonder là-dessus une théorie de 
ceux-ci ; je puis définir les corps matériels par la 
propriété de s'attirer en raison directe des distances, 
et fonder une mécanique spéciale de la matière ; en un 
mot, je suis libre de me faire un univers à ma façon. 
Mais un besoin Irrésistible me pousse à créer, à refaire 
Tonivers réel, et à cette condition seule que j*y par* 
vienne, je regarde ma création comme vraie. Chaque 
science aura donc une double marche : ou elle partira 
du fait pour arriver aux lois, elle sera d'observation ou 
expérimentale; ou bien elle partira d'hypothèses et de 
définitions, elle sera théorique; et ces parties se sou- 
tiennent l'une l'autre, et ne sont vraies que quand elies 
marchent parallèlement, toujours d'accord entre elles. 

Laissons maintenant de côté les sciences qui s'oc- 
cupent des manifestations de la pensée, et occupons» 
nous de la science des êtres sans rechercher la raison 
de leur intelligibilité. Le savant croit qu'il peut savoir, 
et laisse au philosophe le soin de répondre à ces ques- 
tions : que sait- on ? comment sait- on ? Pour lui , la 
chose m soi est la chose telle qu'il la perçoit, ou plutôt. 
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il étndie les choses telles quMI les perçoit, sans s'in- 
qnîéter de ce qu'elles peuvent être en soi. La chose en 
sot nous échappe; la chose pert^ue , le phénomène existe 
dans le temps et l'espace. 

En tant que je regarde Tespaoe comme Tensemble 
des êtres, le temps comme Tensemble des événe* 
ments ; en tant , en un mot , que je les considère comme 
réels, ils sont hétérogènes, c'est-à-dire composés de 
parties dissenildables. Un être quelconque ne reste 
pas le môme quand d'ici on le transporte /à ; aujour- 
• d'hui il est différent de ce qu'il était hier et de ce 
qu'il sera demain. L'être actuel n'est ce qu'il est que 
par les êtres qui l'entourent , et par ceux qui le pré- 
cèdent ; la place qu'il occupe n'est pas égale et sem- 
blable aux autres places qu'il pourrait occuper, elle en 
est une résultante; le moment actuel n'est pas égal et 
semblable à celui qui est venu avant lui, il en est le 
produit. Cest ce vaste ensemble dont TinteUigence 
doit chercher les lois; c'est cette infinie variété de 
faits qu'elle doit ramener à quelques faits généraux. 
Pour cela , elle a recours à une première abstraction ; 
elle suppose le temps et l'espace parfaitement homo- 
gènes, c'est-à-dire, comme nous l'expliquerons plus 
tard, indéfiniment et arbitrairement divisibles en par- 
ties qui ne diffèrent que par leur grandeur. 

Avant de rechercher les eonséquences de cette 
abstraction, faisons remarquer qu'elle ne difière pas 
des autres abstractions scientifiques. Êtudions-nous la 
tngectoire d'un corps pesant , nous le supposons se 
mouvant dans le vide et attiré par on point infiniment 
éloigné y supposition en désaccord avec les faits, 
mais qui, simplifiant nos calculs, nous permet de 
représenter ces faits avec une approximation sufilsante. 
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Quand nous vouions nous approcher davantage de la 
réalité , nous exprimons la résistance de l'air dans une 
formule toute théorique qui n'est jamais exacte , et qui 
n'aurait même son emploi que dans le cas où l'air serait 
immobile, ce qui n'a jamais lieu. Recherchons-nous les 
lois de réquilibre ou du mouvement des liquides, nous 
les supposons parfaitement fluides et incompressibles. 
Tantôt on fait abstraction des qualités diverses , du 
volume , de la forme des corps , pour ne considérer 
que leur pesanteur, on opère avec des corps indifférents 
à toute autre loi que celle de l'attraction ; tantôt , 
comme en cristalloj'-raphie , on n'a é^^^ard qu'à leur 
forme , laissant de cùlé toute autre propriété ; ou bien 
encore on étudie, comme en géométrie, des lignes sans 
largeur ni épaisseur, des surfaces sans épaisseur, parce 
que l'on fait abstraction d'une ou de deux dimensions. 
Cette abstraction , cette hmosinéifieation idéale de 
Tespace et du temps a pour premier résultat de nous 
faire apparaître l'univers comme brut ou inerte; désor^ 
mais les lois que nous découvrirons seront celles de 
la matière divisible à Fin fini; car une partie, si petite 
qu'elle soit , d'un quantum liomo^ène étant l'iniape 
fidèle du tout, si elle était moiii> divisiltlc (|ii"unu aiili-e 
partie, dillérerait de celle-ci, non-seul eiueiif eu ([uantité 
mais encore en qualité ; les atomes étendus et indivi- 
sibles sont d'une autre nature que les corps qu'ils 
composent, et c'est une contradiction (1). 



( 1 ) Toutefois l'atomisme chimique ou physique , en tant qu'il ne 
porte pa.s de jugement sur hi grandeur de l'atome, peut être admis 
comme hypothèse satisfaisant Timagination. — On peut lire sur ce 
point : La métaphysique et kl tcimee , par Et. Vacuerot ; Paris , 
Chameiot, iSSS; Quatr&mê enirrtim (k meMrieUsm)* 
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Au contraire, l'être est regardé comme vivant, quand 
nous faisons une condition essentielle de son existence 
de varier à tous les instants de celle-ci et de ne pas 
repasser par le môme état ; il est indwiduel , quand 
nous le regardons dans l'espace comme composé de 
parties essentiellement différentes du centre à la péri- 
phérie. Si Tètre vivant repassait périodiquement par 
une même suite d*états , nous dirions que Tindividu 
renaît, ou qu'il naît on nouvel individu à chaque 
période ; s*il était composé de parties se reproduisant 
idtnLiquemciiL dans uk urdic déterminé, nous le regar- 
derions comme un aggrégat d'individus. 

Il est ici nécessaire d'insister sur une remarque 
importante. Par notre contact avec la nature , nous 
avons acquis les idées de vie et d'inertie ; nous nous 
sommes habitués à accorder à certains êtres l'épithète 
de vivants, à d'autres l'épithète dHnertes; peu nous 
importe en ce moment, si la distinction que nous 
feisons est objective ou non , s*il y a une différence de 
nature ou seulement de degré entre les uns et les 
autres ; nous constatons seulement en nous le fait des 
idées de vie et à*inerHe. Or , tantôt nous avons voulu 
définir non Têtre vivant et l'être hmt , mais l'être con- 
sidéré comme vivant^ et l'être considéré comme brut, 
non la vie ou Yinertie , mais Vidée de vie et Vidée 
(Tinertie. Notre déliiution donc , quoique subjective 
peut-être, n'est pas pour cela arbitraire; et il en est 
une épreuve facile à faire , c'est , quand on croira 
trouver une différence objective entre la vie et l'inertie» 
qu'on fasse consister cette différence dans une force ou 
dans une combinaison , de chercher à préciser cette 
différence; on retombera infailliblement, croyons-nous, 
sur notre définition. Désormais donc, quand nous par- 
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lerons d'être vivant et d'être inerte , nous entendrons 
par là l'être coQsidéré comme vivant, et l'être considéré 
comme inerte. 

L'être vivant» disons-notts, existe dans lo temps et 
l'espace hétérogènes; il est une saccession de phéno* 
mènes, succession parikitement déterminée, qui fait 
de son existence une suite d'instants dissemblables. 
Chez lui, le temps est un facteur essentiel, inélîmi* 
nable; l'être vivant ne peut être pris indifféremment 
hier, aujourd'hui ou demain, il doit être pris entre 
deux limites dans le temps; et encore, ces limites que 
notre esprit est astreint à poser pour ne pas se lancer 
dans l'infini, sont elles-mêmes des abstractions qui ne 
nous permettent de saisir qu'imparfaitement l'être lui- 
même. C'est un besoin pour moi d'étudier la vie de ce 
grain de blé depuis le moment où je le mets en terre 
jusqu'à la mort de la plante qu'il a produite; mais pour 
la connaissance de ce qu'il est réellement, il me fau- 
drait remonter au premier grain que sema la main du 
Créateur, et poursuivre dans Tavenir le sort de sa 
postérité. L*ètre vivant, dans Tespace, n'est pas un 
composé homogène, divisible à l'infini, mais il est 
essentiellement composé de parties diverses, réunies 
dans l uiiilé; il est l'unité de sa diversité, unité plus 
ou moins concrète, comme cela se voit par la compa- 
raison entre l'individualité des animaux et celle des 
plantes, mais qui existe nécessairement, ne fût-ce que 
dans la cellule primitive où il a commencé de vivre. 
Dans la nature brute, au contraire, les parties hété- 
rogènes, ne sont que des corps différents enclavés dans 
un autre corps; un morceau de mosaïque n'est pas un 
corps, mais plusieurs corps* 

Tranchons de plus en plus cette différence de l'être 
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vivant avec l'être incrle. Quand on chauffe du soufre, 
il passe par différents états et par différents aspects, 
qui se présentent toujours dans le même ordre, et l'on 
ne peut obtenir l'un de ces états qu'après avoir obtenu 
tous ceux qui le précèdent ; ou, pour employer un exem- 
ple plus vulgaire , la glace chauffée ne se réduira pas 
en vapeur avant d'avoir été convertie en eau , et cette 
eau n*atteindra pas une température de cinquante 
degrés avant d*avoir passé par celle de quarante-neuf 
degrés. Les phénomènes, en un mot, se présenteront 
dans un ordre déterminé. 

Quelle différence y a-t-il entre ce phénoniènn et celui 
de lu vie? D':ibord, ces propriétés de la glai-e sont les 
mêmes toujours ; je i)His les lui l'aire manifesler de la 
même manière aujourd'hui ou demain ; le temps est ici 
homogène ; la place du phénomène dans le temps est 
indillérente. L'étendue elle-même du phénomène est 
arbitraire. Que je chauffe la glace avec lenteur, que 
j'augmente sa température d'un degré d'heure en heure, 
par exemple , les phénomènes se produiront toujours 
les mêmes, mais avec lenteur; si, au contraire, je 
l'expose tout d'un coup à une température élevée, les 
phénomènes se produiront rapidement, et tendront à 
apparaître pour aiiiM dire siiiialtanément; le temps 
entre dans ce phénomène, toujours comme homogène; 
j'ai besoin du temps sans doute, mais d'un espace de 
temps arbitraire. 11 n'en est pas de même pour le corps 
vivant, et si même pour certains êtres, dans les 
classes inférieures, quelque chose d'analogue a lieu, la 
distance reste immense; les phénomènes de la vie de- 
mandent, pour se produire de la même mant^, le temps 
où ils se produisent, et non un temps antérieur ou 
postérieur; et de plus, un temps d'une longueur déter-» 
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minée : on peut avancer ou retarder la maturité d'une 
plante, mais, en général, le phénomène résultant est 
différent; e(. en tout cas, cette contrainte n'est possible 
que dans certaines limites (1 ). 

l 2. — DE LA SGIBMCE DES CORPS IKËRTES. 

Mais là ne se bornent pas les conséquences de cette 
abstraction dont nous avons maintenant acquis la 
conscience. 

De ce que Tambre jaune frotté attirait, déjà du temps 
des anciens, la paille et les choses légères, nous pou- 
vons affirmer qu*il le fait encore aujourd*bai et qu'il le 
fera tot^ours. Les lois de la nature inerte sont étemellee 
et universelles t conséquence immédiate de ce que les 



( 1 ) C'est ici surtout qu'apparaît avec évidence la Subjeetivité des 
îdôos do vie et (Tinerlie. Dans la n'hanté, si, exempt dp toute préoccu- 
pation philosophique , j'étudie la nature inerte, les phénomènes se 
présentent aussi dans un ordre déterminé, et demandent pour se 
produire de la même manière, un certain temps et un certain espace. 
Dttus la formation d'un cristal, par nempte, si révaporatlon de l'eau 
est lente, les eristanx acqueiTont un TOlumepluB eonsidénible que 
si révaporatlon est rapide; ou, pour me servir d'un exemple plus 
vulgaire encore, le verre cliaufl'é lentement augmente de tempéra- 
ture sans se briser, et se brise si on l'expose tout d'un coup à une 
grande chaleur. D'un autre côté , je suis obligé de regarder une 
plante méridioiiale cooime pouvant evottre en Laponie, si je la mets 
dans des oonditioos convenatdes. Et oependant , «i tant que Je oon- 
aldftre la formation d'un cristal comme un phénomène de la nature 
brute , je me contente du point do départ et du résultat final, suppri- 
mant par la pensée le temps de la formation, faisant ainsi cin toiTip?, 
une chose à ma disposition; tandis que, si je considère le piienorm no 
de la formation d'un être vivant , ma pensée laisse cet être vivant 
se dévdopper de lui-même, passer par ses états sucoessifli , et reocHi- 
naît abosà, dHina ewtaine fliQon, son Impuissance âaoeèlérer on à re- 
tarder ee dévéloppenient. 
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corps inertes existent dans un temps cl un espace 
homogènes; de ce que pour eux le demain est égal à 
Vaujourd^hui et le id au (1). le puis dire: est 
ahtalument néeeesaire gv'ttn volume d^ox^gineee emhin» 
* à deux vofttfliM d^kgdwgène pour former de reau, dès 
qu'il a été démontré une fois que le phénomène de la 
production de Feau a lieu de cette manière. 

Pourtant il pourrait se produire ici un phénomène 
imprévu : c'est que de roxygène ne se coiabinàl pas 
avec rhydro£?ène dans cette proportion , ou que le 
composé résultant TCil non de l'eau, mais un rorps 
isomérique. Ceci semble nous mettre en contradiction 
avec nous-môme. Voyons ce qu'il y a an fond des lois 
physiques, examinons sur quoi repose leur apodicticilé. 
Tout dépend de la définition de ï oxygène -, si ce nom 
s^applique à la substance de Toxygène, s'il est nom 
propre t le nomd*une chose inconnue, mais plus ou 
moins reconnaissable , alors les lois physiques ne sont 
pas apodictiques. Mais elles prennent ce caractère si le 
terme oxygène s*applique à un corps défini, à imeoncept, 
à une chose dont on borne la définition à une qualité 
bien connue. Dans le premier cas, la proposiliou, l'oxy- 
gène est... est une délinition de chose ou réelle, comme 
s'exprime l'ancienne logique ; dans le second cas , la 



( 1 ) Les lois de la nature rivante sont aussi universelles et éter- 
nelles, parce que ces lois portent sur V espèce , qui est Pidêe de l'être 
.vinonl nthsiOant dans tin k/mpt et un eipaee homogènes , travenant, 
en nstani identiq[ae à litioindme » et les taupe et les lieux. En tant 
que le caractère d'un être yinak est eontidfy^ cmmne indiiriauel et 
non comme spécifique , ce caractère ne donne lieu & aucune loi. Et 
l'on peut dire en général , que foule science se compose des lois tmi- 
verselks et éternelUs. C'est pourquoi, ai la couleur noire n'est pas 
un caractère spécifique des corbeaux , je ne puis due ; U'S corbeaux 
smt nofri UtUfjùun etpdrtêut, {Ci. lÛU , Log, ind. passim. ) 
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définition est de nom ^ on nominale, (on QuootQ géiié» 
tique). Ainsi, si je nomme oxygène, le corps qui se rend 
au pôle positif « quand on décompose Teau distillée par 
une pile, dans telle ou telle ciroon8tanc6(l), et que 
sur 06 même corps je îàsae des expériences, qui mettent 
en évidence certaines lois, ces lois sont apodictiques 
pour Toxygène obtenu daus ces circonstances; j'ai 
wmUnaHeé la définition de Toxygène; j'ai posé une 
définiHûn adéquate génétique ; j'ai dit comment on obtient 
roxygcnc; etceia esttrès-impoi Laul a imicr, car, dans ce 
cas seul .je puis dire que l'oxygène n'esi pas du diamant. 
Si, au contraire , l'oxygône est le nom d'une ctiose, 
d'une cause réelle quejc ne connais que par ses effets, 
au lieu d'être, comme tantôt, le nom de la cause d'un 
certain effet déterminé, alors, je ne puis plus affirmer 
que cet oxygène pris au hasard, sans avoir égard à la 
manière dont on Ta obtenu , se conduira de telle ou telle 
façon dans une circonstancedonnée(2 ). A ce point de vue, 



( 1) Ce complément est nécessaire ; et c'est là la difticullé d'obtenir 
une définition adéquate de l'oxygène (comme de toute cause réelle). 
Il est possible, en effet, qu'en opérant but de l'etu diUOMa ivee ua 
appAreildeVolta, dans la planète Jupiter, leTésullatnesoitpas 

une décomposition du liquide en tout semblaJble A la nôtre. La défi- 

nition de l'oxygène ne serait adétuiate que si, par exemple , les 
différents corps simples n'étant que des étals allotropiques d'un 
corps unique, on pouvait les délinir par l'arrangement géométrique 
des molécules. 

(2) Nous pouvofna eiter à l'appui de ceci un fiiit bien remarquable. 
Le fer se diseout focUemeot dans Pacide nitrique étendu d*eau ; 

cependant, s'il aétA préalablement plongé dans de l'acide nitrique 
concentré , il est devenu passif, et l'acide étendu n'a plus d'action 
sur lui. On ne jiout tloiic pas affirmer d'un morceau de ter quel- 
conque , sans avoir égard à la manière donl on ia obtenu, en d'auti*es 
termes , uns aooir égard à ton étal aniérieur, qu'il se dissoudra dauiâ 
radde nitrique étendu. 
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je ne puis pas dire que l'oxygène n'est pas du diamant , 
car l'un et l'autre peuvent n'être que des formes diffé- 
rentes d'une même substance. 

Ainsi encore , si je nomme triangle une li^nirc fermée 
à trois côtés rectiligncs, je puis aflirmer que ses trois 
angles font deux angles droits; mais si triangle est le 
nom donné à une certaine forme réelle à trois angles , 
une face d'un cristal, par exemple, alors je n'ai pas le 
droit d'affirmer que ses angles font deux droits. L'esprit 
peut attribuer à ses droites et & ses cerclée tout ce qu*il 
y trouve, mais ne doit pas en attribuer les propriétés 
aux barres et aux ronds de la nature , pour nous servir 
d'une expression de Pascal enfant (i). 

Ainsi donc, nous pouvons dire contre Whewell et 
contre Mill à la fois : ia neige est blanche toujours et 
partout , parce que tout corps analogue, mais d'une 
couleur différente, ne portera pas ce nom ou no le 
portera que par métaphore. Si neiefe est l'état de l'eau, 
connu sous ce nom , il m'est permis de dire : La neige 
est blanche; si Ton entend par neige autre chose que 
je ne connais pas ou que je connais peu, alors je ne pais 
plus dire qu'^ est blanehet mais aussi je n'ai pas 



( 1 ) Ainsi, ce que dit Mill de la facilité de donner en géométrie des 
âffînilions ailéquates, est tout simplmieiit une exrettr. Je puis, dans 
toute aoiaice, donner des définitions adéquates; seulnnmit ees défi* 
nitiODS peuvent ne pas répondre aux choses réelles ; en géométrie ce- 
pendant les définitions répondent jusqu'à un certain point aux clioses 
réeUes, comme Mill le remarque lui-même, parce que les prémisses 
de cette science sont objectives ; et c'est pourquoi elle explique 
les faits réels. La prémisse de râbtroiiomiâ mécanique étant supposée 
objective aussi , la mécanique céleste est une science «me, quoique 
idé(U» au même titra que la géométrie, et n'expliquant qu'approxi- 
mativemont les faits réels, c'eetA-dire la route effective des planètes. 
Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point dans l'appendice. 
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--so- 
dé loi scientifique , j'ai uue proposition à laquelle la 
science n'a rien à voir. 

Il n'y a donc pas de différence essentielle entre la 
certitude des lois physiques et celle des lois mathéma- 
tiques; entre cette proposition : L'eau est composée de 
deux volumes d^hydrogène et d*un volume d'oxygène 
combinés ; et cette autre : Les rayons d*un cercle sont 
égaux. Si un liquide m'est présenté et que sa composi- 
tion ne soit pas celle indiquée plus haut, je nierai que 
ce soit de l'eau avec autant de fondement que je refu- 
serai de reconnaître un cercle dans une figure où les 
rayons ne seront pas égaux. 

C'est doue siiv une abstraction de notre esprit que 
repose l'apodiclicité des lois delà nature; et le fniiiriix 
axiome sur la constance et l'invariabilité de ces mêmes 
lois , n'en est lui-même qu'une conséquence. Cette abs- 
traction estpcut-t'trc cequeM.Ueberweg appelle Yidéa- 
UsaHion; avec la différence que ce terme idéalisation est 
vague, et n'indique pas la véritable nature de l'opéra- 
tion qui nous y conduit , ni surtout l'importance des 
résultats, des effets de cette opération. Cette solution 
concilie à la fois l'empirisme et l'idéalisme, Mill et 
Kant. 

Rien d'étonnant que, dans la nalure, il n'y ait pas de 
ligne parfaitement droite, de cercle pariait, d'ellipse 
exacte; bien plus, l'existence de telles figures y est im- 
possible. Comment tracer un cercle dans un espace et un 
temps liétcrogcnes , quand les branches du compas , se 
dilatent ou se contractent, d'un instant à un autre, d'un 
point à un autre, grâce aux variations incessantes de la 
température; quand les pointes s'usent ; quand le papier 
n'est pas plan, etc.? Rien d'étonnant qu'un corps lancé, 
même verticalement , ne suive pas une ligne droite , la 
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terre l'ùt-ellc immobile et dans l'espace cL aiiluur de son 
axe. Dans la nature, en effet, il n'y a rien de fixe, rien 
d'éternel que la substance. D'un autre côté, les droites , 
les eerclcs, les paraboles de notre esprit, ne sont pas 
des moyennes approximatives ; ce sont des _types, 
imitant sans doute les phéaomènes réels , parce que 
nous les avons obtenus par une première approxima- 
tion , par la supposition qu'il n*y ait pas de diversité 
dansFétendue et la durée; mais, par cela même, inva^ 
riabies, au-dessus de l'étendue et de la durée. Voilà 
pourquoi ces types existent pour les habitants de Jupiter 
comme pour nous ; car les habitants de Jupiter les ob- 
tiennent nécessairement , quand ils font de l'espace et 
du temps des abstractions , et rendent ainsi iiomogènes 
l'étendue et In durée réelles. 

Nous liuus i approchons aussi de Kant. En cftet, quand 
nous constatons dans ia nature l' accord avec les lois ■ 
de notre esprit, nous y retrouvons ce que nous y avons : 
mis : nous y avons mis l'ordre et l'invariabilité; nous'^ 
y retrouvons l'ordre et l'invariabilité; nous- y voyons ^ 
ce que nous pouvons y voir; nous la voyons comme 
nous pouvons la voir. L'abstraction est une opération . 
de notre esprit, et la nature est pour nous devenue J 
abstraite : elle nous montre des lignes droites , des 
cercles parfaits ; nous y découvrons des corps simples, 
des corps purs, de l'eau distillée, du nitrate de potasse, 
du carbonate de chaux, tandis qu'elle nous fournit des 
mélanges, l>au de la mer et desileuves, du salpêtre, 
de la craie et du marbre. 

Cette manière de considérer le corps, pour ainsi dire, 
en dehors de l'espace et du temps, nous donne ia raison 
de la méthode que l'on suit pour en découvrir les pro- 
priétés ou arriver à des lois, c*estrà-dire , de la 
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Ge corps que je tiens à la maÎD» maaifeste un certain 
effet quand je le place dans certaines conditions ; Té- 

iioucialion de ccL effet est une loi universelle, j'ai lo 
droit du dire: ce eurps se manifeste de cette façon dans 
tel cas. L'expérience, c'est la vue claire des effets d'une 
cause donnée; une seule exijériencc sulïit pour donner 
une pareille loi. Seulement, si le principe de l'expé- 
rience est clair, la mise en pratique, l'art d'interpréter 
l'expérience, est plus difficile. Cet art suppose plusieurs 
choses : 1" La définition précise la chose à étudier . 
Je dois savoir comment je puis obtenir ce corps, ce 
qu*il est au moment môme où je le soumets à l'expé- 
rience; je dois en avoir la définiUm nominale et g^ié- 
jifu^.-jedois pouvoir dire, par exemple: cecorps, queje 
nomme oxygène, est ce qui se rend an pôle positif de là 
pile quand on décompose Teau distillée — ou toute autre 
déiinition analogue. Aussi que lait le ehinusie? il se 
garde bien d'opérer sur les corps tels que la nature les 
fournit, c'est-à-dire uiodiliés, aliénas, mélangés, im- 
purs, pour me servir de l'expression consacrée; une 
expérience faite sur ces corps dans de semblables con- 
ditions serait radicalement vicieuse. Mais il commence 
par les purifier, les simplifier ; il met dans son creuset 
un corps idéale dont il possède la définition adéquate et 
génétique. 2** La connaissance précise des circons- 
tances où l'on opère , en' présence desquelles on fait 
agir le corps. Cette règle est analogue à la précédente 
et à la suivante. Ainsi le chimiste, pour ne pas avoir à 
faire à une trop grande complication de circonstances , 
écarte, autant qu'il est en lui, toute cause extérieure 
de trouble, il opère dans le vide, ou dans un gaz dont il 
a d'avance déterminé rindillerence, la neutralité; il 
note la température, la pression» l'état éicctrique el liy- 
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grométriquc de Tair , olc ; en un moi, il opère, aulanl 
que possible , dans un espace homogène et sans qualité 
active ; 3" Enfin , rapprécialîon exacte de Teffel produit, yj 
11 faut suivre Telfet depuis le moment où il se manifeste, 
jusqu'à son dernier accomplissement, et non se contenter 
du résultai final qui n*en est qu'une partie. 

Quand ces trois règles ont été suivies , une seule 
expérience , nous le répétons , suffit pour établir la lot. 
Si, en général, plusieurs expériences sont nécessaires» 
c'est qu'il n'est pas toujours possible à l'homme d'écarter 
à un si haut degré les causes perturbatrices, et il n'y a 
erreur que quand l'expérience n'a pas tenu compte de 
toutes les causes auxquelles on peut attribuer Teifet 
produit. 

Cependant là ne se borne pas le champ de l'expé- 
rience. Sans doute, la méthode que nous venons de 
décrire, arrive infailliblement à nous faire connaître les 
propriétés ^trn eon^ donnée Mais la science veut arriver 
à des lois qui conviennent à toute une dasse de eorpê. 
C'est ainsi qu'elle nous donne les lois de la chute des 
corps pesants , de la réflexion , de la réfraction , etc. ; 
lois qui n'appartiennent pas à un corps particulier , 
mais à tous les corps connus. Comment opérera le 
savant quand il aura à étudier un phénomène général , 
tel que celui de la pesanteur? Force lui est bien do 
prendre des coi ps ndanduels; mais comme il ne peut 
les soumettre tous a un examen — ce qui serait absolu- 
ment nécessaire pour étabhr une loi à l'abri de toute 
objection — il choisit des corps particuliers , et il 
dispose l'expérience de telle sorte qn'( Ih ait, autant que 
possible , un caractère général , qu'elle fasse ressortir 
le caractère du genre (du corps pesant) et non de Tin-* 
àmdu (du fer ou du plomb). G*est ainsi que les lois 
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que les expériences de Galilée ou celles d'Atwood me 
i permettent d'énoncer, sont, non des lois tirées de la 

' l généralisation d'un fait particuliei' , mais la traduction 

l mathématique d'un fait général. 

Mais, qaoi que Ton fasse, ces lois ne sont presque 

^ Jamais que des inductions plus ou moins légitimes , et 
Ton n*a pas le droit de dire d'une façon absolue : tous 
les corps sont pesants. Sans doute, la loi de la pesanteur 
nous apparaît aujourd'hui avec un caractère prononcé 
de généralité ; Fidéc de pesanteur s'attache intimement 
dans notre esprit à celle de corps ; mais on sait qu'il 
n'en a pas toi^ours été ainsi, et Ton est encore plus ou 
moins dans Fusage de parler du calorique, de l'élec- 
tricité, etc., comme de fluides impondérables (i). 
Dans quels cas cependant une loi est^Ue vraiment 
; générale? Lorsque, pour rétablir, on aura éliminé par 
des expériences répétées, les qualités individuelles do 

\ corps sur lequel on expérimente. Prenons pour exemple 
le cas de la machine d'Atwood : La chute du poids 
pourrait provenir de la nature particulière du métal 
qui le compose, de sa forme, de 'sa masse, du milieu 
ambiant, etc. —je change le métal, je modifie la forme, 
la masse, j*opère dans le vide, etc. — Teffet reste le 
même. Si j'ai tenu compte de toutes les circonstances 
qui pouvaient avoir une influence sur Tefiet , la con* 



( i } n est , du teste , d'autne lois où le caractère inductif est plus 
prononcé , et qui poonraient mtoie être le résultat d'une induction 
vicieuse; teUes sont la loi, dite de Mariotte, sur le rapport du volume 

; des gaz h la pression ; la loi de la dilatation des gaz ; la loi newton- 
" nienne sur le rapport du pouvoir réfringent et de la densité. Ue 
quelque nomhrc de faits qu'on suppose ces lois étayées — et Ton en 
connaît maintenant qui les contrarient — on ne i)0Urrait cependant 
pas conclure à leur généralité absolue. 
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clusioD tirée de Texpérience porte un caractère général. 
G*e$t ce qui a lieu dans les mathématiques, et particu- 
lièrement en géométrie, où les démonstrations (les 
expériences) sont toujours très-faciles à établir, où, 

comme nous le verrons, par la nature même de l'objet 
de la science , toute influence secondaire se trouve 
éliminée d'elle-même. Pour démontrer que les trois 
angles d^un triangle sont égaux à deux droits , je choisis 
un triangle parUculier , et plaçant ses trois angles à 
côté Tnn de l'autre, j'observe qu'ils font deux droits. 
Ma proposition est générale, non point parce que ce 
triangle est quelconque, ou parce que je conçois la 
possibilité de répéter la même opération sur tous les 
triangles possibles , ce qui reviendrait à considérer ma 
proposition connue possible, comme virtuellement dé- 
montrable, mais parce que la manière dont je démontre 
la proposition, mon expérience (i), est indépendante 
de la grandeur du triangle, et de la nature des angles — 
de même que l'expérience de la machine d'Atwood est 
indépendante de la nature des matériaux qui entrent 
dans cette machine , de la forme des poids et de leur 
masse. Mon expérience , en un mot , u porté sur un 
triangle genre, et non sur un triangle individu. 

Ajoutons à ce propos un mot sur le concours de tous 
les savants à l'édification d'une science. £n général, 
une proposition démontrée par un savant est acceptée 
ou acceptable par tous sans contrôle; ainsi, en chimie, 
on travaille sur les données de quelques chimistes 
célèbres ; Kepler travailla sur les données de Tycho- 
Bralié , Newton sur les résultats de Kepler; nous nous 



( 1 ) Voir anss! pour ce terme expérience, nottveau en matière de 
géométrie, le paragraphe suivant. 
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fions aux assertions des historiens , des géographes » 
des voyageurs , de tous les observateurs et expérimen- 
tateurs de tous les temps et de tous les lieux. C'est 
que, pour nous, Tobservateur n*est pas Kepler; le 
géomètre, Euclide ou Legendre; le chimiste, Regnault; 
mais Vhommêt c*eBt*à-dire Vitre intelligent, Yeepèce et 
non Vindividu. Et lorsque nous soupçonnons que c'est 
Vindividu , ou l'homme pourvu d'yeux plus ou moins 
bons , corrompu par plus ou mums de passions et de 
préjugés, doué d'un jugement plus ou moins siir, 
lorsque nous soupçonnons , dis-je , que c'est cet indi- 
vidu-là qui a vu , jugé , conclu , alors nous mettons ses 
résultats en doute et nous recommençons Texpérience 
déjà faite. 

Nous avons distingué, dans ce qui précède, entre les 
lois universelles et élcrncllcs , et les lois t^énérales : 
les premières portant sur un corps déterminé, délini ; 
telles que : le fer est pesant ; les secundes portant 
sur toute une classe de corps ; telles que : les corps 
mU pesants. Les unes, avons-nous dit, sont le résultat 
d*une abstraction, tandis que les secondes sont fondées 
sur une induction plus ou moins légitime. Les unes et 
les autres sont concentrées dans cet axiome empiriste : 
La nature procède par lois inmriatles et simples 

Nous ne reviendrons pas sur ce que nous avons dit 
dans le chapitre précédent sur la légitimité de cet axiome, 
ni sur sou impuissance à confirmer les faits particuliers. 
Nous voulons maintenant 1 examiner à un autre point 
de vue. Il comprend deux affirmations : c'est de la 
première que nous allons nous occuper d*abord. 

Nous avons dit que rinvariabilité (universalité et 
éternité) des lois de la nature est fondée sur une abs- 
traction de notre esprit ; cet axiome, au contraire, la pose 
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comme un fait, placé en dehors de nous, et que nous 
ponslalons par l'oxpénence. Or, à quoi reconnaissons- 
nous i iuvariabiliLé crune loi? à ce que le phénomène 
qui en est l'expression reste toujours le même. Mais si 
ce phénomène devenait autre, dirions-nous que la loi a 
varié? Non ; nous dirions, au contraire, que nous avons à 
faire à un autre phénomène, et la loi serait sauve. Nous 
nous expliquons par un exemple : c*est une loi inva* 
riable de la nature que le palmier germe avec un 
cotylédon ('l ); qu'il se motte à germer avec deux coty- 
lédons, nous n'accuserons pas la nature de n'être pas 
restée fidèle à sa loi , mais la plante nouvelle, nous ne 
rappellerons plus palmier, pour autaut que c'est là le 
nom d'une plante monocotylédone. Nous sommes ainsi 
ramenés à une théorie analogue à celle que nous four- 
nissait la proposition la neige est Hanche, £t en effet, 
quand la nature change avec les temps et les climats, 
qu'elle ne fait que revêtir de nouveaux aspects depuis 
le jour otj le monde a été lancé dans l'espace, que peut 
être l'invariabilité dans cette succession de phénomènes, 
qui paraissent pour disparaître ensuite, avec les lois 
qui les gouvernent. ^Qu'existait- il autreiûisV Que nous 
réserve l'avenir? Mais bien plus,quel que soit le phé- 
nomène dont la science s'occupe , elle le traduit tou- 
jours par une loi invariable. La terre tourne en 365 jours 



(1 } U est tellement impossible de se figurer que la nature ne pro- 
cède pas par lois invariables que quand on veut choisir un exemple 
de variabilité , on tombe dans Tabsurde, le non-sens. Il est clair qno 
le lion reste toujours lion, comnie rhonime reste toujours l'homme, 
quoique les lions d'aujourd'hui soient lesmôineo que ceux du temps 
des Grecs, tandis que nous ne sommes pas les mêmes que les Qrecs : 
c'est que, pour le lion, c'est une loi inoariuMe de rester le même, 
et pour nous, de progresser. 



autour du soleil, et si loin que nous remontions dans la 
série des siècles, cette période nous semble avoir tou- 
jours été la môme — est-ce là une loi invariable^ Oui, 
sansdûute. Mais supposez que le mouvement de la terre, 
au lieu de rester constant, s'accélère, comme c'est le 
cas pour la comète d'Encke, nous aurons une loi inva- 
riable qui s'énoncera comme suit : le mouvement de la 
terre s'accélère d'année en année. Allons même plus 
loin : admettons qu'aucune espèce de loi ne règle i ac- 
célération ou le ralentissement du mouvement de la 
terre; nous ne laisserons pas de dire sous forme de loi 
invariable : la terre, dans son mouvement autour du so- 
leil, ne suit aucune loi. Quelque bizarre, quelque dé- 
sordonnée que nous nous figurions la nature, nous la 
voyons te li jours comme soumise à des lois : n'était-ce 
\ pas une loi pour la fortune inconstante, d'être eonstam-' 
ment inconstante? C'est ainsi , pour nous servir d'une 
comparaison, que l'observateur placé entre le soleil et 
un nuage qui se résout en pluie, voit infailliblement 
devant lui, quelle que soit la forme du nuage , l'arc aux 
sept couleurs s'étendre symétriquement des deux côtés 
de son horizon. 

La raison de ce &it est facile à établir. Un phéno- 
mène, en tant que déterminé , saisi par l'intelligence , 
délini,en tant qu'il cslce phénomène, n'est i)ns aulre,el 
nous ne pouvons nous imaginer qu'il devienne autre; il 
reste nécessairement ce phénomène (1). Mais il ne 
s'ensuit pas que, dans l'ensemble des événements na- 
turels, ce phénomène ait nécessairement une place, que 
la constance de sa production importe à l'ordre univer- 
sel : le caractère d'invariabilité que l'esprit lui attribue 



(1 ) CSomparez : Logique de Port Royale II' partie , chap. 12. 
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est tout subjectif, et résulte de ce que ce phénomèae a 
été reconnu par lui , et par suite défini. 

Cette critique vient donc confirmer de nouveau la 
théorie que nous avons émise sur ce point. Voyons à 
quoi nous conduira la critique de la seconde partie de 
raxiome , que la nature procède par lois simples. 

Qu'est-ce qu'une loi simple ? En quoi consiste la 
simplicité d'une loi? Ce n'est pas dans les nombres qui 
l'expriment ! que les corps s'attirent en raison inverse 
de la simple distance, ou du cube de la distance» ou du 
logarithme de la distance , la loi n'en sera pas moins 
considérée comme simple. Ce ne peut être dans le 
nombre de mots qu'il faut pour l'énoncer, ou dans 
l'effort d'esprit nécessaire pour la comprendre ; la loi 
de la rotation des corps ou celle de l'attraction de deux 
ellipsoïdes pourrait n'être pas dans ce cas. 

N'y aurail-il pas ici abus de mots ? Le terme propre 
à employer ici n'est-ce pas celui de généralité ; et ne 
disons-nous pas d'une loi qu'elle est d'autant plus 
simple qu'elle est plus générale , ou qu'elle s'applique 
à un plus grand nombre de faits? Supposons donnés, 
par exemple, trois phénomènes Â, B, G, qui ont 
quelque chose de commun ; cependant le phénomène A 
diffère à la fois de B et de C , et il existe une cause 
de ces différences. Si je fais abstraction do ros diffé- 
rences, ces trois phénomènes deviennent identiques 
et s'expliquent naturellement par une seule et même 
loi ; si je fais entrer en ligne de compte la différence 
du phénomène A au phénomène B , il me faut une 
seconde loi pour en rendre raison; et de même une 
troisième loi est nécessaire pour expliquer en quoi A 
diffère de C; de sorte que le phénomène A, en déiîni- 
tive, ne s'explique que par trois lois ; et à la rigueur. 
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la picmicrc loi explique , non pas les phénomènes 
A, B el C, mais seulement une partie du phénomène A 
décomposé en phénomènes plus simples, un phéno- 
mène plus générai que A. L'aUracliou, dit-on» explique 
tous les mouvements des corps célestes ; ceux de la 
Terre , de Mars » de Jupiter. Soit , mais elle n'explique 
pas, bien loin s*en faut, le mouvement réel de la Terre, 
ce en quoi il se distingue de celui de Mars. Ainsi, entre 
autres , elle ne donne pas la distance de la Terre au 
Soleil; et rasirouuiac, qui veut rendre compte du phéno- 
mène de la trajectoire de notre planète, commence par 
poser deux prémisses, à savoir : la distance de la Terre 
au Soleil , el l'attraction ; prémisses qui sont absolu- 
ment sur le même rang dans la solution du problème. 
N'estpce pas ainsi encore qu'en chimie la théorie géné- 
rale de la combinaison ne suffît pas pour expliquer la 
formation de l'eau , mais qu'il faut en outre la connais- 
sance des propriétés de l'oxygène et de l'hydrogène 1 
Maintenant en est-il de la généralité cuimue de l'in- 
variabilité? Est-ce encore une épithète accordée spon- 
tanément par notre esprit aux lois de la nature'/ Oui, 
parce que tout phénomène défini est un phénomène 
général. Pourquoi disons-nous que tous les corps 
sont pesants? parce que nous appelons corps ce qui 
est pesant: el nous ne pourrions ainsi nous exprimer, 
si les fluides impondérables étaient regardés comme 
des corps. Les planètes se meuvent dans le môme sens, 
dans des ellipses d'une laible excentricité , toutes 
situées U peu près dans le même plan , et dont le 
Soleil occupe un des foyers, loi générale, parce que 
nous ne donnons pas le nom de planètes aux autres 
corps qui , comme les comètes ou les satellites , 
n'obéissent pas à ces lois. 
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Mais, nous dirn-t-on, ou ne peut nier cependant qu'il 
y a des lois objeclivement générales, telles que la sui- 
vante, par exemple: tous les corps célestes obéisseut 
à FaUractioa? Nous pourrions demander à notre tour : 
pourquoi les masses des oorps célestes ne sonUelles 
pas égales? Pourquoi quelques planètes ont-elles des 
satellites, et d'autres pas? Pourquoi Saturne seul a*t-il 
un anneau? L'existence de l'anneau de Saturne est un 
phénouicne isolé; l'existence de satulliUs autour de 
quelques planètes, un pliLMionione plus général, pour 
autant que je fais abstraction du numbre plus ou moins 
grand de satellites ; de même, l'attraction est un piié- 
nomène générai , si je fais abstraction des différences 
des masses et des distances. Et puis, que peut-on 
affirmer, quant à la généralité du phénomène de Tat* 
traction ? Tous les corps célestes que nous voyons au- 
tour de nous et dans les espaces les plus éloignés 
que nous découvrent nos instruments , fussent-ils sou- 
mis à la loi de Newton, n'esl-ce pas là t in ore un phé- 
nomène isolé dans l'immensité de l'univers? D'un autre 
côté, n'y eût- il que deux corps soumis à l'attraction 
mutuelle, l'intelligence n*en regarderait pas moins ce 
phénomène comme général , comme devant s'appliquer 
à tous les corps qui leur ressembleraient. Peu importent 
à la science les dilTérences essentielles des planètes, 
l'esprit les supprime, et la loi du mouvement de l'une 
devient la lui du mouvement des autres. Quel que soit 
l'univers, nous le concevons toujours comme l'elfet 
d'une cause unique que nous cherchons; tout ce qu'il 
renferme obéit au moins à une loi générale, celle 
d'y être renfermé, d'en faire partie, d'être soumis aux 
causes qui y fonctionnent; toujours, en un mot, il reste 
pour nous Yunivers^ c*est^à-dire , comme l'indique 



Digitized by Google 



- 6« - 

Fétymologie, la multiplicité tendant à l'unité. Newton , 
pour avoir découvert l'attraction, n'a pas vu plus d'unité 
dans l'univers , que les anciens, qui attachaient les pla- 
nètes à des cercles et les étoiles à un ciel de cristal ; et 
le géologue ne met pas plus d'unité dans les phéno- 
mènes de notre globe, que le Grec qui les expliquait 
uniformément par des dieux, des génies, des naïades, 
et des nymphes. 

Si donc l'induction nous guide dans nos découvertes, 
ce n'est pas que la nature soit disposée à dessein de la 
provoquer, c'est que l'intelligence tend vers l'unité, et 
elle poursuit cette unité, quel que soit l'ensemble des 
faits qu'elle considère. 

Reprenons la suite interrompue de nos déductions. 
Les lois se divisent en lois plus ou moins générales 
suivant qu'elles servent à rendre compte d'un phéno- 
mène plus ou moins général ; et l'on dit d*un phéno- 
mène ou d'une loi (1) qu'il est plus général qu'un autre, 
quand celui-ci n'est que la traduction des dilVciences 
de tous ceux qui rentrent dans le premier. La loi de 
Bode (en supposant qu'elle soit une loi dans le sens 
propre du mot), portant sur les distances relatives des 
planètes , est une loi moins générale que celle de l'at- 
traction, puisqu'elle s'applique seulement aux différences 
entre les mouvements des corps que le Soleil attire. 

Un phénomène, avons-nous dit encore, se décompose 
en phénomènes plus générau.K ou explicables par un 
nombre moindre de lois. Un phénomcne est dit simple 
ou irréductible quand il s'explique par une loi unique. 



( î ) En commençant or chapitre , nous avons dit que les lois 
n'étaient elles-mêmes que des pliénomènes ; de là, cet emploi d'un 
ternie pour Tautre, 
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Tout phénomène peut se résoudre en phénomènes sim- 
ples (i). Tel est le principe que nous mettons à la 
place de la seconde partie de l'axiome qui fait l'objet de 
notre étude actuelle. 

Nous voici amené à parler de V hypothèse sdent^ 
fique. Cette décomposition du phénoiàâène est toujours 
susceptible d*âtre poussée plus loin ; les phénomènes 
simples, comme les corps simples de la chimie, ne sont 
jamais que provisoires, en attendant les progrès ulté- 
rieurs de la science. Or, on donne le m ua d'hypothèse à 
l'énoncé d'un jdiénomène considéré comme simple ou 
comme irréductible. C'est une proposition sur la nature 
du phénomène ; c'est une définition de son essence ; 
comme, par exemple, les hypothèses suivantes : les corps 
matériels s*attirent, ou encore, sont des corps qui s'at- 
tirent en raison directe des masses et en raison inverse 
du carré des distances ; la lumière est produite par les 
vibrations de l'étlier. etc.; dont la première nous ap- 
prend en quoi consiste l'essence de la matière, la se- 
conde en quoi consiste l'essence de la lumière. L'hor- 
reur du vide comme la pesanteur de l'air, les épicycles 
comme l'attraction, l'émission comme les ondulations, 
Fatomisme comme le dynamisme sont autant d'hypo- 
thèses scientifiques. Quand on ramène toutes les lois 
chimiques à la constitution atomique des coi ps, de 
même que lorsqu'on ramène les phénomènes célestes à 
Tattraction , ne fail-on pas une hypothèse sur la nature 



( 1 1 C'est ainsi que la trajectoire d'un corps qui tombe perpendicu- 
lairement, phénomène trùs-compliqué on réalité , se ramène à trois 
phénomènes simples : le mouvement du corps en ligne droite si la 
terre étaiL mimobile dans l'espace ; celui de la terre autour du soleil; 
puis ta rotation sur elle-même ( absùractkm liiite de l'air , etc. ). 
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du phénomène simple de la combinaison ou dn mou- 
vement d*on astre? 

On dit quelquefois, il est vrai, que l'hypclhèse scienli- 
iiquc ne préjuge rien sur la nature intime du phénomène, 
qu'elle se borae à en énoncer le mode de production 
sous forme comparative, ei que l'exactitude exigerait: 
les ctnrpg êe conduisent comme s'Ua ê*atHraimU, et non , 
kê corps o'ëUhmt, Mais la seconde de ces propositions 
est, tatU auni Mm qne la première, une affirmation 
sur le mode d*agtr des corps ; seulement dans celte-lè, 
on ne parle de l'attraction que comme cfiet , sans faire 
allusion à la cause ; dans celle-ci, on la donne comme 
l'eiïet d'une cause inconnue. Sous ce rapport , il est 
vrai, la seconde manière de parler est plus scieutiiique, 
en ce qu'elle laisse entrevoir la possibilité de ramener 
le phénomène de l'attraction à. nn phénomène plus 
simple encore (1). 
\ ' Il est clair par là qne toute science a nécessairement 
\ une base hypothétique , qui est l'ensemble des lois 
simples ou phénomènes simples auxquels elle ramène 
les faits dont elle s'occupe. Nous verrons que les sciences 
mathématiques n'échappent pas à cette loi et qu'elles 
aussi ont besoin de véritables hypothèses , depoêtuUUs : 



{ I ) Disons oependant que l'on réserve gAaérslement le nom 
ifhypoiMtef aux ènoneis des phèBemènes les plus gAnémiz, et 
que, tout au plus, on donne aux phénomènes moing généraux eousî* 

dérés comme simples le nom d'hypothèses srcnndmres. Mais les unes 
et les autres portent absolument le même caractère. Disons etKore 
que, dans l'usage ordinaire , il ne suffît pas qdo ie i fienomène soit 
général pour qu'il porte ce nom , il faut (ju il ait servi de base à une 
théorie. Qui ne voit que la plupart des loix peuvent servir à ce bot ? 
Ne poumit-oQ pas , en partant de la loi de Marlotte, construire une 
théorie des gas , et alors quelle différence esseotieUe y aurait-il 
entre cette loi et ortie de Hewton ? 
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toute fujure a une grandeur et une forme; tespace a 
trois dimensions , elc Les dimensions, la gi iudfMir et 
la forme, voilà de quoi se compose tout corps ^comé- 
irique, voilà à quoi on le réduit. Maintenant, que les 
hypothèsesdes mathématiques (arithmétique» géométrie, 
mécanique) soient plus évidentes, portent mieux le 
caractère de fiiits que celles de la pbysique, de la 
chimie, de la physiologie , cela dépend de la nature de 
la science, de sa simplicité même : c'est ainsi qu'en 
physique, l'hypothèse de raUraition ost mieux établie 
que celle des ondulalions , et celle-ci mieux que celle de 
ralomisnie ou du principe vital. Du reste, irinité de 
dimensions, attraction, élher, atome, principe vital, 
ce sont là tout autant de termes inexplicables, mysté* 
rieux, dont l'Intoition seule nous permet de saisir le 
sens ou la portée (i). 

§ 3. — BÉDUCnCH DB L*0BIET Dft Ul OJtoliftrAIB. 

L*absiraction au moyen de laquelle nous avons 

oblciiu la science des corps inertes , nous allons la 
répéter de manière à biuipiiOer au fur et ù mesure 



il) Jl ne peut être question ici d'une autre méthode qu ont em- 
ployée Founiar et Amptee, le premier dans It tliéoiio de la eluileur, 
Je eecond dans celle du iiiagnètime, et qui ceoBiete 4 partir d*uiie 
formule plus ou moios probable, à fonctions et constantes indé- 
terminées, que quelques expériences bien choisies déterminent 
ensuite. Kn général , cette méthode est empirique dans l'étaLlis- 
scment de son point de départ, et les résultats que l'nn tire de la 
formule une fois obtenue, ne représentent jamais exactement lelaiU 
Il n'y a pas explication des phénomènei». on no voit pas comment 
ils se produisent , mais seulenieut le calcul de leurs eflTets; l'hypo- 
thèse cet algébrique , et ne Ait pas image; ausai ne peut-ello jainaie 
arriver d'eUe-mtaie à rétat de Mt iooontestô. 
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Faspect de Tunivers , ou l'objet à étudier. On comprend 
dès lors que les propositions objectives portant snr la 

nature de cet objet , soient plus faciles ù obtenir , et 
qu'elles aient été obtenues plus tôt; que la solution des 
problèmes que l'esprit humain se propose devienne 
plus immédiate , l'expérience pour trouver les lois 
idéales plus aisée à établir, et les circonstances pertur- 
batrices plus Êicilement éliminables. 

Or, dans l'univers considéré comme inerte, l'espace 
et le temps reparaissent comme hétérogènes; l'abstrac- 
tion première , comme toute abstraction , n'a pas été 
coiijpléte ; nous avons fait de rcsimce et du temps des 
réceptacles indilTérents ; les corps pouvaient y être ici 
OU là ; mais, pour autant que les corps sont les uns ici, 
les autres là , que leurs actions mutuelles se suivent de 
manière que Tune a lieu aujourd'hui et l'autre demain, 
qu'il y a, en un mot, variété dans la nature des êtres, 
l'espace comme ensemble de ceux-ci , le temps comme 
succession de leurs états, sont hétérogènes; cet uni- 
vers est robjel des sciences physiques et chimiques. Mais 
S! nous lioiaogénéifîons de nouveau l'espace et le temps, 
si nous l'aisons abstraction des différences des corps 
entre eux, pour n'y voir qu'une seule et même nature, 
nous aurons l'objet des sdenees nuMtnaUques; et les 
principes de celles-ci font naturellement partie des 
principes de celles-là; de même que les lois chimiques 
et physiques de la nature brute sont au nombre des lois 
de la nature vivante. 

Comment nous apparaît maintenant l'univers après 
cette double abstraction ? C'est un ensemble de corps 
soumis à leurs actions et réactions réciproques ; leurs 
différences consistent dans la somme d'actions qu'ils 
exercent; le temps et l'espace reparaissent comme non 



Digitized by Google 



homogènes, en ce que la position, les rapports des corps 
entre eux changent d'un iublant à l'autre, d'un lieu 
à l'autre. La cause abstraite du mouvement ou du 
changement se nomme la force, Ën tant que Ton con- 
sidère les corps comme soumis à des actions de la 
part des autres corps et comme animés eux-mêmes de 
forces particulières , on fait de la mécanique. Dans la 
mécanique, le temps est devenu une quantité T , homo- 
gène, divisible, entrant dans les formules sous la 
forme d'une ligne, et dont l'hétérogénéité n'apparaît 
que dans les résultats, en ce que le mouvemenL, à un 
instant donné, est la résultante du mouvement qui pré- 
cède. Mais il n*en est pas moins vrai que dans l'étude 
du corps (d'une nature indifl'érente, ou considéré comme 
subUratum et support de la force)» même à Tétat de 
mouvement, ce n*est pas le développement interne 
que l'on considère , mais on cherche à se représenter 
simultanément une succession externe de positions , 
comme lorsqu on trace sur le papier l'orbite d'une 
planète dans sa totalité. 

Supprimons maintenant les différences, les chan- 
gements et les mouvements qui proviennent de l'inéga- 
Uté des forces , Tunivers se réduit à un ensemble de 
figures, La science des ligures est la géométrie. 

Â quel titre reparaîtra Thétérogénéité du temps et 
de l'espace? Parcourez de l'o'il Tensemble des objets 
qui composent l'univers géométrique, engendrez-lc par 
le mouvement de votre rayon visuel, vous passez suc- 
cessivement d'un point à un autre » et les poiuts suc- 
cessifs, les figures successives sur lesquelles se portent 
vos regards, sont différents d'aspect, de position, de 
propriétés (tels sont, par exemple, les différents points 
ou les différents arcs d'une ellipse) , et par la suppres- 



-fis- 
sion de toute distinction entre les figures , il ne reste 
plus que des unités égales; riinivcrs devient nombre, 
une coUectioa d'unités. La science qui s'occupe dos 
nombres est ïarithmétiqtie. Dans l'arithmétique, la 
formation des nombres par l'addition successive d'une 
unité à celui qui précède , est le seul vestige qui sub- 
siste de Thétérogénéilé de Fespaoe et du temps ; les 
inégalités des nombres entre eux, leurs qualités in- 
times , leurs propriétés comme nombres premiers , 
nombres puissances, nombres parfaits, nombres poly- 
gones, etc., sont les différences les plus simi lts que 
nous puissions voir entre les ot>nas d'un univers iiunic- 
rique. Un pas de plus dans l'abstraction , et la science 
humaine se réduirait à la numération (1 ). 

Ce n*est pas ici le lieu de discuter les principes de 
classification que d'autres ont émis. Nous dirons seule- 
ment que nous ne croyons pas à la possibilité de classer 
les sciences d'après les facultés de Tesprit humain 
ou d'après des catégories subjectives, ni même de 
trouver à priori Tobjet des sciences que l'homme a 
inventées. Les grandes divisions que nous avons établies 
en nous fondant sur un principe unique, concordent 
avec celles que Ton regarde généralement comme les 
plus sûres; nous avons fait voir en quoi consiste la 
simplicité de Tobjet d*une science, et quelle est Topé- 
ration précise qui lui donne cette simplicité; il n'entre 
pas dans notre but de poursuivre cette division dans 



{î ) n est asse^ remarquable do voir succéder au monde nombre 
des Pythagoriciens, le monde gèomèlriquc do Leucippo et do Démo- 
crite; puia le mécanisme de Debcartes; puis le dynamisme pliysiixue 
et chimique de Leibnitz, dee matérialistes etdeKant; nous avons 
en «isuite le monde vivant , Vorgemùms des panthéistes ; puis enfin 
l'univers ptnsée de ScIieUing et de Hegel. 
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SCS divers embranchements; il nous suffit rravoir 
détermine i'objet de la géométrie, ou d'avoir déduit 
rationnellement — tout eu opérant sur un ibads expé- 
rimental, l'univers — qu*il existe une science des 
figures. Gomme la géométrie comprend plusieurs bran«- 
ohes » connues sous les noms de géométrie synthétique, 
analytique et descriptive , nous allons anticiper sur le 
livre suivant pour fixer en quelques lignes la place 
respective de chacune d'elles. 

Toute figure a une forme et une grandeur; quand on 
étudie la figure en elle-même, ses relations de parties à 
parties, qu'on ramène, en un mot, les questions de gran- 
deurs à des questions de formes, qoand , par exemple, 
pour comparer deax triangles entre eux , on les irans'- 
fwrme en carrés , on fait de la géométrie synthétique. Si, 
au contraire , les questions de formes sont ramenées à 
des questions de grandeurs, si, par exemple, la forme 
d'une figure est donnée par la longueur des coordonnées 
de chacun de ses points , il y a géométrie analytique. 
Enfin , dans la réunion des deux procédés consiste la 
géométrie deeeriptive ; ici la figure est donnée par la 
forme d'une de ses projections sur un plan , et par la 
distance de chacun de ses points à un autre plan (1). 
Cest la géométrie synthétique seule qui nous occupera 
dans cet ouvrage. 

Il nous reste à dire quelques iiiolb de ia. déliiiition 
de la géométrie. 



( 1 ) n «t ehtir que Aoub nepouTOiifl, «i anMi peu de mois, trancher 
ladiffitooice entre oes trois méthodes, prises ici plutôt cooune types 

que coinmp rt^nlitég : car il est assez difficile de dire : ici commence 
la ci'umrtne analytique , là elle finit. Cette distinction n'a. du reste , 
qu uiio taible importance pour le but que nous mm propoBonii» dans 
ce travail. 
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La (jéométriCy dit-on conimuiicnKjiit, est la science des 
propriétés de l'esprice ou de Vétendm, Cette définition 
manqtie de précision : la géométrie ne recherche pas 
les propriétés de l'espace ; elle les suppose. C'est à la 
métaphysique qu*il appartient d'établir rexîstenco de 
l'espace * sa nature , la manière dont se forme l'idée 
que nous en avons (1). 

Nous ne nous arrêterons pas non plus à cette défi- 
nition qui , s'appuyant sur les catégories , fait des ma- 
thématiques en général la science de la quantité. 
Qu'est-ce que la quantité d'un cercle? d'un nombre 
premier? Sans doute, on ramène assez lacilemcnl, dans 
beaucoup de cas , la différence qualitative des figures 
ou des nombres à une différence quantitative , mais on 
en peut dire autant de la plupart des différences; et 
M. Comte a raison d'avancer que le problème de ia mé- 
decine se réduit à ceci : Étant donnée la composition 
du corps d'un malade , quelle quantité de nouveaux 
éléments faudrait-il y ajouter pour lui rendre la santé? 

M. Comte accepte la définition oriiiiiaire de la science 
mathématique , à savoir que c'est la science des grau" 



V i I <t La plus ou moins grande extension de la limitation , que l oti 
nomme volume ^ et le nombre fonnent le concept de la quantité. Y 
ajoute-tron la fintn» de la limitation» on a l'objet des matliéiDatiques. 
On dit ordinairemoit , il est ynX , que les mathématiiiuee s^occupent 
de Tespaoe et du nombre; mais en fàit, elles ne s^occupent en 
aucune façon de la nature de l'espace ; ce fut toujours là l'objet de 
la métaphysique. » Czolue , New Darslellung des SensualiSttWS f 1, 4. 
Cet auteur dit encore dans le môme ouvrage . Il , Il : 
* De ce que les matliématiques ne s'occupent pas de la nature de 
Tespace ( elles laissent cela à ia métapliysique ) , je tiens plus exact 
de dire qu'elles s'occupent des limitatioiiB des corps , la grondeur et 
la forme, et des idées qui en sont dérives. » 
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deurs , ou la scimce qui a pour but la mesure des gran- 
deurs. Seulement il la précise et l'approfondit , en 
montrant à quelle multitude de questions peut conduire 
la mesure d*une seule grandeur, môme de la plus 
simple, la ligne droite. D*après lui, le but de la mathé- 
matique est done la mesure indirecte des grandeurs, ou 
la détermination des grandeurs, les unes par les autres, 
d'après les relations précises qui existent entre elles. 
Pour le môme motif, il maintient la définition vulgaire 
de la géométrie , la science de l'étendue , ou qui a pour 
cibjet la mesure de l'étendue. 

Cette définition nous semble confondre en une seule 
science la géométrie et les sciences pratiques. A la ri- 
gueur toutes les sciences, les arts mêmes, l'astronomie, 
la chimie, la physique, l'arpentage, etc., seraient du res- 
sort de la mathématique , car les questions dont elles 
s'occupent, reviennent, en définitive, à des questions de 
grandeur ou de mesure de l'étendue. Aussi M. Ghasies 
la repousse (i ) , et en donne une nouvelle , qui est en 
partie la combinaison des deux premières : La géo- 
métrie, dit-il, a pour objet la mesure et les propriétés de 
rétendue figurée. Les propriétés résultent « des formes 
et des positions relatives des figures », et elles « com- 
prennent aussi des relations de grandeurs, mais qui 
sont, en général , simplement des relations de segments 
rectilignes ou d'angles, et qui n'exigent pas l'emploi du 
calcul infinitésimal. » Il fait remarquer, du reste, que la 



{ i ) t On aenit tenté de croire, dit-U, que cette définition nous vient 
de quelques arpenteurs romains , elle ne remonte pas aux ^(yp- 

tiens, qui, selon la tradition historique ou falnilcuse, auraient créé 
cette scipncp pour retrouver l'étendno primitive de leurs tPrres après 
les inondations du KU. • {Discours d'inauguration du cours de géo* 
méirie supérieure j. 
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propriétés , de manière que la géométrie forme uu tout 
indivisible. Au fond sa définition rentre donc dans celle 
de M. Comte. Toutes deux d'ailleurs pèchent en oe 
qu'elles exigent ou des commentaires, comme celle de 
M. Comte, ou l'explication d'un terme vague , propriété ^ 
^ énoncé dans celle de M. Chastes, f^s propriétés d'une 
' figure sont, comme nous le démoulrerons, les diffé- 
rents inu<ic» de génération de celte figure; M. C<mUe 
avait déjà signalé rimportance (ju'il y a aies connaître; 
mais i! est impossible d'entrer dans des considérations 
de cette nature à propos d'une définition. Une chose 
suffit « c'est de préciser l'objet de la géométrie. 
r La âdmœ géométrique étudia les détemunatianê de 
^ l'espace» Cette définition hïi rentrer la géométrie dans 
le cercle des antres sciences proprement dites natu- 
relles : la zoolof^nc s'occupe des animaux, la botanique 
des plantes, la minéralogie des corps inertes dans 
leur composition et leur forme; la géométrie s'occupe 
des déterminations de l'espace ou des figures^ et ces 
déterminations nous sont fournies par la nature même, 
qui, dans les cristaux, la forme des corps célestes, 
leurs trajectoires et les mouvements de toutes espèces, 
les formes plus variées des corps vivants, semble 
défier la lurcc de l'imagination. Ces formes si diverses, 
nous les ramenons h des (oi irn s idcîales, abstraites, fixes, 
qui servent de type^H, dcincsurei) ; alisoiuinent eomnie, 
en chimie , on ramène au type de carbonate de chaux , 
les différentes espèces de craie et de marbre ; comme , 
en mécanique, en astronomie, on ramène les diffé- 
rentes espèces de mouvement à des formules idéales. 

II y a donc, comme nous l'avons dit dans le premier 
paragraphe de ce chapitre, une double géométrie. L'une 
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s'efforce , une forme étant donnée , de la ramener à 

une forme idéale : on en a des exemples dans la cris- 
lallograpliie, et dans les recherches de Kepler pour 
délermiiiGP la nature de l'orbite de Mars qui était toute 
tracée dans le ciel ; cette géométrie expérimentale étudie 
les corps ou les phénomènes indépendamment de leur 
substance (et de la substance transformée en force), 
L*Balre, la géométrie théorique, suit une marche inverse* 
et, partant de principes idéaux, absolus, crée des formes 
à rînfini et cherche h les faire coïncider avec les formes 
naturelles. Ld nature^ des raisonnements de la première 
est différente de la nature de ceux de la seconde; l'une 
est inductivc, l'autre déductive et syllogislique : celle- 
ci seule nous intéresse aujourd'hui : nous pouvons la 
déilnir ainsi : 

La géométrie {proprement dite) a pour oiffet ka déter^ 
minatims ou ftgureê idéales de l'espace. 

Il est bon à présent que nous récapitulions ici les 
principes qui précèdent, spécialement en vue de la 
géométrie. 

Nous observons d'abord des faits géométriques, fi- 
gures, propriétés, et nous les ramenons à quelques 
faits généraux ; c'est la science d'observation. Puis de 
ces faits_généraux , qui prennent alors le nom d'hypo- 
thèses , ou de postulats et d'axiomes , pour nous servir 
dès termes de la géo^iétrie actuelle, nous reformons 
ce monde de figures et nous en expliquons les lois. 
Ces hypothèses ont donc, comme le dit I)robisch(l), 
une valeur purement assertoire; ce sont des faits 
énoncés^ supposés (posés en léle), et indémontrables, 
ne se rattachant à aucun autre fait plus général. On 



{ 1 ) Logique, 18St. Pràfiioe. 



- 74 - 

répugnera sans douto à regarder comme des hypotlièses 
analogues à celles des antres ^i-ieiiees , quoique plus 
simples, les aiUrmations premières de la géométrie. 
Nous allons passer eu revue et discuter les trois argu^ 
ments que l'on peut nous opposer. 

Â, Si loin que remontent nos connaissances histo- 
riques, nous trouvons toujours en tète de la géométrie 
des axiomes semblables. II ne parait pas y avoir eu pour 
elle, succession d'hypothèses nouvelles à des hypo- 
thèses anciennes reconnues fausses. — Mais qui sait si 
autrefois, on n'a pas fondé les faits géométriques sur 
des principes qu'un homme de génie renversa ? Quand 
on croyait que les corps célestes se mouvaient en cercle, 
Aristote en trouvait la raison dans l'excellence et la 
perfection du mouvement circulaire; de même, si Ton 
avait remarqué le fait de la somme des trois angles du 
triangle égah^ à deux droits, ne peut-on pas avoir dit, 
par exemplt; : le triangle est la figure qui renferme le 
moindre nombre de côtés ; la somme de ses angles est 
donc le plus petit nombre possible de droits (1) ? 

Il ne suffît pas qu'un principe nous apparaisse comme 
évident pour qu'il ait toujours été connu : ainsi les 
principes de la dynamique : VaeHùn est égale à Ut réac- 
tim ; un eorps persiste toujours dans le mouvement qu*(m 
lui imprime; tm corps soumis à une force unique se 
meut en ligne droite, n'ont été découverts que bien tard, 
et nous ue pouvons aujourd'hui nous rendre compte de 



( 1 ) Ou encore : le cercle est la plus simplo et la plus parftûte des 

figures , donc son rayon doit se porter six fois sur la circonférence , 
six étant le plus petit des nombres parfaits. — La niéLaphysi(iue n'a 
qtifi trop souvent employé dos raisonnements f otie nature. — On 
sait qu'un nombre parfait est égal à la somme de ses facteurà : 
6— l+2't-3;ilest donc parfait. 
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ce retard. Cet argument prouve uniquement que lea 
faits géométriques sont de nature à être plus tôt connus 
dans leur essence , et à ne pas admettre facilement deux 
explications ; de même que , lorsqu'il eut été bien établi 

que les corps célestes se meuvent dans des ellipses , on 
dut admettre forcément, pour ainsi dire, rattraction. 
D'ailleurs, il est de fait que les principes arithmétiques 
ont été connus plus anciennement encore, parce qu'ils 
sont, à leur tour, plus simples que ceux de la géométrie. 

B. Les principes de la géométrie sont évidents , au 
contraire des principes naturels , Tattraction , par 
exemple (argument de Whewell). — Qu'ils nous appa- 
raissent comme plus évidents que ceux de l'astronomie, 
nous Tavons |>ruuvé ; mais qu'ils soient absolument 
évidents, c est une erreur psycliolo^n(jue. Nous citions 
tantôt les principes de la dynamique: ne nous semblent* 
ils pas aujourd'hui porter un caractère d'évidence 
absolue ? Ët pourtant les temps modernes en ont vu la 
naissance. Si , comme il est probable , Tattraction se 
confirme de plus en plus , n*arrivera-t>il pas un temps 
où ce principe apparaîtra , sinon comme évident en lui- 
môme, du moins coiiime la conséquence d'un autre plus 
évident encore ? C'est à ce point que nous attachons 
désormais invinciblement à l'idée de corps , celle de 
pesant , ce que ne faisaient pas les anciens. Et il s'est 
même rencontré des philosophes pour soutenir Vapria- 
rité et Vhidence des principes de la dynamique , et 
même de Tattraction. 

C. Y aurait-îl possibilité , en partant d'hypothèses 
autres que les axiomes reconnus, de construire une 
science enclmhiée , quoique fausse , comme il ai i ive 
dans les sciences dites naturelles? — A cet argument 
force nous aurait été de répondre <m sans pouvoir 
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établir par Je fait la justesse de notre réponse , s'il ne 
s'était pas trouvé quelqu'un qui s'est chargé de poser 
ce fait. Partant d'une idée qui avait été émise par 
Gauss , M. Lobatschewsky , recteur de Tuniversité de 
Gasan , a essayé de fonder une géométrie qu il intitule 
imaginaire, dans la supposition que la somme des trois 
angles d'un triangle soit plus piititc que deux droits. Il a 
développé ses idées dans une dissertation qu'on peut 
lire dans le journal de Crelle (1837 , page 295) ; mais 
l'auteur y renvoie à un ouvrage publié par lui cinq ans 
auparavant dans un journal de Gasan, que nous n'avons 
pu nous procurer; il liousaété impossible ainsi déjuger, 
nous ne disons pas de la certitude de ses raisonnements 
qui semblent rigoureux , mais de la signification fonda- 
mentale de son hypothèse ( 1 ). Voici d'ailleurs les 
paroles de raiitonr en tt^te de sa dissertation: 

« Après y (dans le journal de Casan) avoir développé 
une nouvelle théorie des parallèles, j'ai tâché de prouver 
que rien n'autorise, 9i ca ne mit les observations directes, 
de supposer dans un triangle rectiligne la somme des 
angles égale à deux angles droits , et que la géométrie 
n'en peut pas moins subsister, sinon dans la nature, du 
moins dans l'analyse, lorsque Ton admet l'hypothèse de 
la somme des anj^Hes nmindre que la dcnii-cii conférence 
du cerele. Dans les arlieles eilés j'étais même parvenu, 
par des considérations toujours géométriques , et ne 
m'appuyaat que sur cette nouvelle hypothèse, à donner 



( 1 ) ?out>6ire le trîAngle est'il projeté sur une •uritaee particulfè», 
ce qui expliquerait comment ees angles deviennent rigoureuseinent 

épranx à deux droits quand il est infiniment petit. II est d'ailleurs 
facile lie ilémontror d'une façon tout élémentaire que , la somme 
des angles étant différente de deux droits, elle s'en rapprodie quand 
le triangle diminue. 
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des équations fondamentales pour le rapport entre les 
oAtés Û les angles d'un triangle rectiligne. » 

Et parmi les résultats fondamentaux de ces recher- 
ches se trouve le suivant : 

« Dans l'hypothèse de la somme des angles d'un 
triangle moindre que deux droils, les équations (13) 
peuvent être subslitut^es aux équaliuiis ordinaires (de 
In trigonouiétrie) , sans mener à quelques résultats 
absurdes, » Un autre résultat,. c'est que la somme des 
angles se rapproche de plus en plus d'être égaie à deux 
droits, à mesure que le triangle diminue, et qu'elle est 
rigoureusement de deux angles droits quand le triangle 
a ses côtés infiniment petits ( 1 ). 



( 1 ) Nous nouB proposons d'établir autre part qu'il est impossible 
de construire une science parfaitemmi enehaSnéê Sun haut à Vmare , 
en l'appuyant sur des prémisses fausses quelconques. Avant d^avoir 

connaissance de l'ouvrage (\c M. Lobatschewsky, connaissance trop 
incomplète malheureuscmont. nous avions cru nécessaire do réfuter 
l'opinion de Dugald Stewart par qiiohiuos faits : 

1" Exemple. Si l'on admet que Ja somme des trois angles d'un 
triangle est plus grande ou plus petite que deux droits d'une quan- 
tité constante i , il suit immédiatement qu'elle est plus grande 
ou plus petite que deux droits d'une quantité 2^,3^,4^, etc. ; il 



moins 2 0, et rptrancliant les deux angles droits au point D, il 
reste pour la ^iomiiie deb angle*» A , B , C , deux droits plus ou 
moins 2 o. 

2* Exemple, Si Ton admet que d'un point, on puisse abaisser deux 
perpendiculaires SUT une droite, par une rotation de la figure autour 
de l'une d'elles , on prouve qu'on en peut abaisser trois , quatre, et 

ainsi de suite à Tinfini. 

T Evcmplf. ?i Ton adniol (ju>ntrc deux points , il peut y avoir 
deux li^fnes droites, on peut éublir qu'U y en a une inlinité; car 



A 




C 



B 



suffit pour cela de diviser le triangle ABC 
en deux autres par une droitn arbitrdre 
C 1) ; la somme des angles des deux petits 
triangles est de quatre droits plus ou 
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Les hypothèses admises, commeat procéderons-nous 
à rédificalion de la science? Nous avons dit que cette 
méthode était ïea^émnee. Le chimiste, qai possède 
sa liste des corps simples, les combine deux à deux, 
trois à trois , et attend les réactions qui vont en ré- 
sulter; le géomètre, qui a des plans, des droites et 
des points, combinera, lui aussi, ses droites deux 
à deux, Uois à trois, etc.; il fera mouvoir un point à 
l'extrémité d'une droite pendant que l'autre extrémité 
passera par un autre point fixe, et il formera un cercle, 
etc. Puis, ces figures obtenues, il les mettra en pré- 
sence les unes des autres, il placera des angles dans un 
cercle, des perpendiculaires dans un triangle, et il 
regardera ce qui se passe (1). C*est là X intuition de Kant : 



entre doux quelconciuos clos points de l'une des donx lif^nes droites 
on on poiit aussi tirer deux, ce ^uiaugmente indéfiniment le nombre 
des plus courts chemins. » 

n mt inutile de multiplier les exemples. Cela prouve à l'évidence 
que toutes les prémiBses fouases ne sont pas bonnes à fonder une 
science qui s'enchatne; et que cette fkuaBetëxnême est soumise à das 
règles qui en font une espèce de mérité. Ge serait un problème très- 
intéressant de rechercher ces règles. 

( 1 ) ThMbon, Mais si vous trouves que ce que vos yeux vous ont 
appris est trop facile , en voici un autre plus difficile. Je vous prouve 
que le carré de la diagonale d'un carré est double de cdui des cdtés. 
Ouvres les yeux, c^rat tout ce que je vous demande. Regardez la 

fîgure que je trace sur ce papier. Vos yeux , Ariste, ne vous disont- 
ils pas que tous ces triangles a, b, c, d, c, f, g, h, i que je suppose, 
et que vous voye^ avoir chacun un angle droit et deux lignes légales, 
sont égaux entre eux ? Or, vous voyez que le carré fait sur la diago- 
nale A B a quatre de ces triangles, et que les carrés fûts sur les eOtés 
n'en ont que deux. Donc le grand carré est double des autres. — 
AHèU, Oui, Théodore. Hais vous raisonnez. — Th6odon, Je raisonne! 
Je regarde, et je vols ce que je vous dis. Je raisonne, si vous voulos, 
mais c'est sur le témoignage fidèle do mes sens. Ouvrez seulement 
les yeux , et Tardez ce que jo vous montre. Ge triangle d égal A i», 
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De la détiuiliuii du Uiau^lo cL de Ja déUnitiou de la 
bissectrice d'un angle, vous iic lirorez pas que les 
trois bisscclrices des angles d'un triangle se coupent 
au même point ; U faut une comtruction. Le raison- 
nement, si raisonnement il y a, consiste toujours dans 
rénumération des parties de la figure : ceci est un 
angle, cela une bissectrice, c'est-à-dire, une ligne 
équidistante des côtés, etc. De même, le chimiste se 
dit : j'ai mis là autant d'oxygène, le double d'hydro- 
gène; j'ai maintenant de l'eau, donc, etc. 

Mais, ne inanqucra-t-on pas de nous dire, votre expé- 
rience géométrique est de tout autre nature quii les 
expériences des sciences naturelles : ici , il faut une 
précision minutieuse; là, au contraire, les figures les 
plus grossières suffisent. — Cette objection provient 
encore d*une erreur psychologique. Dans le principe, 
les constructions se font avec la plus grande exacti- 
tude, et ce n'csl que peu à peu , et à mesure que nous 
voyons les résultats se vérifier , que nous prenons de 
plus en plus confiance en nos méthodes, et que nous 
laissons à l'imagination le soin de redresser les droites 
tortueuses, ou d'arrondir les cercles anguleux et aplatis. 
Ainsi le chimiste, après avoir établi, par des expé- 
riences multipliées, le rapport des volumes d*oxygène 
et d'hydrogène nécessaires pour former de Teau, se 
contente plus tard, pour ses expériences démonstratives, 
d'un à 'peu près satisfaisant. De môme encore, quand, 
par des essais répétés sur un grand nombre do corps , 



t'L c égal à ft; et do l'autre part . (/ égal k f, et f égal à g. Donc le 
petit carré est égal a la nioilié du grand. C est la même chose de 
rautrc côté. Cela saute aux yeux, conmie vous dites. 
NALLBBnANGHB; dnqwièm entrHim wr la métaphysique» 
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il est devenu certain de robjectivité de la loi des équi- 
valents » dans la suite de ses épreuves sur les autres 

corps , il se départ de sa précision scientifique, et cor- 
rige par induction, ce que ses expériences peuvent 
avoir d'incomplet et d'inexact. En un mot, la science, 
géométrique ou physique ou chimique . idéalise le sujet 
de l'expérimenlation. 

On nous objectera encore que la construction n*est 
pas toujours possible même idéalement; ce qui est le 
cas, par exemple, pour les aires hyperboliques qui sont 
entre elles comme les logarithmes des abscisses. Mais 
la démonstration de cette vérité est du ressort de Tal- 
gèl)re et non plus de la géométrie synthétique, et 
l'expérience en est le |)rincipc, quoiqu'elle ne soit pas 
de même nature en algèbre qu'en géométrie, et qu elle y 
consiste esseutieiiement dans la comparaison pure et 
simple de deux grandeurs. 

Arrêtons-nous un instant ici. Je suppose que j*aie 
ramené la proposition que ieê trois angles d^m triangle 
font deux droits à la comparaison de ces deux quantités, 
5+7etl2. Or, l'égalité à vérilicr, asavoir : 5 + 7= 12, 
n'est possible que si je place 5 à côté del , si je les 
ajoute, si j'en fais une somme; et voilà où gît l'opération 
expérimentale, voilà l'intuition, rendant possible le 
jugement synthétique, comme dit Kani(1). J'ai beau 
voir $ et 7 séparément, je n'en tire pas qu'ils font 12 ; 
pour cela il faut que je les rapproche ; et cette opération 
n'est pas un raisonnement, mais une expérience. De 
même, j'aurai beau examiner l'hydrogène d'une cloche 

( 1 ) Plusieurs auteurs, disposés à admettra ce que dit Xant ma les 
jugements de la géométrie, ne muscrivent pas & oe qu'il dit sur 
ceux de l'arithmétique. Nous croyons ici renforcer les arguments 
apportés dans la CrUique dê iaraiton pun. 
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et roxygènc d'une autre cloche, je ne devinerai pas 
qu'ils sont susce[)tiblcs de Ibrmor de l'eau , il faut que 
je les combine. Or, cette possibilité de démontrer une 
vérité géométrique par une autre voie que la voie di- 
recte, que Texpérience directe (toujours idéale), n'est 
pas propre à la géométrie , comme le croiraient quel* 
ques-uns. Est-ce qu'on voit directement que les corps 
s'attirent? Est-ce qu'on mesure directement la longueur 
de l'ondulation d'une molécule lumineuse ? Est-ce qu'on 
détermine directement l'équivalent du fluor? Est-ce di- 
rectement même qu'on se fait nne idée du travail qui 
s'opère dans une combinaison? Non, et, comme nous 
l'avons établi dans notre dérivation des sciences , ces 
mesures indirectes sont possibles par cela précisément 
que les principes des sciences les plus simples, sont au 
nombre de ceux des plus compliquées; et comme toutes 
les vérités se tiennent, qu'elles forment un réseau dont 
chaque maille est nécessaire à rexistence de toutes les 
autres, L connaissance directe de l'une rend possible 
la connaissance indircclc de Taulre. Nous ne voulons 
donc pas dii e qu'il n'y a que l'expérience géométrique 
qui paisse établir les vérités géométriques. 

Que ceux enfin qui, malgré ce qui précède, refu- 
seraient de reconnaître une méthode expérimentale (i) 
dans les démonstrations géométriques , comparent la 
manière dont on établit ces deux vérités : la terre est 
ronde f et la figure où les angles mU proportionnels 
aux arcs est un cercle. 

Dans le premier cas , l'observateur se promène le 
long d'un méridien en fixant une étoile , et remarque 



(1) Voir, dans le livre suivant, la citation d'un pas^^age de H. Chasln 
sur l'analyse et la synth(»e , où ce terme est aussi employé. 
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que rélévalion de Tétoile augmente proportionnellement 
au clicniia qu'il décrit eu avaiK anl vors le pôle. C'est 
bien là une expérience ; mais ii est-ce pas aussi le 
même raisonnement que l'on fait pour établir que la 
figure qui jouit de la propriété énoucée est un ccrclo? 
Ne montrerai-je pas ici qu*à mesure que je m'éloigne 
d'un point fixe sur une circonférence , Tare décrit est 
proportionnel à Tangle que fait le rayon passant par ce 
point fixe, avec celui qui passe par le point où je suis? 

La science est maintenant édifiée : quel est le fonde- 
ment de notre certitude à son égard ? La question est 
double. Si l'on vent demander par là le fondement de 
la certitude subjective , du caractère apodictique des 
résultats de la science , nous répondons que c'est 
l'abstraction première qui a servi de point de départ , 
abstraction qui emporte avec elle l'universalité des 
résultats qu'on mettra au jour. Si , au contraire , on 
entend par là la certitude objective* la certitude de la 
vérité de la science , cette certitude ne peut reposer 
que sur la véri/lcation, la comparaison des phénomènes 
idéaux avec les phénomènes réels , les observations 
directes , comme dit M. Lobatschewsky. S'il n'y a pas 
concordance essentielle, et si le système est bien 
construit , le système est faux de la base au sommet. 
Nous disons donc avec Mill qu'on suppose qu'il y ait des 
choses qui correspondent aux objets de nos idées; mais 
nous ajoutons , et c'est le cas pour la géométrie, que 
des objets correspondent à nos idées, quand les pré- 
misses de la science sont elles-mêmes des objets, 
qu'elles sont tirées des choses, et non arbitraires. 

Il nous reste à examiner, en quelques mots , le fon- 
dement que M. Ueberweg et d'autres donnent à la cer^ 
titude mathématique. 
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Pour ce qui regarde la certitude subjective do Tuni- 
versalité des propositions géométriques, voict la théorie 
du premier : quand un corps se meut, dit-il, ce qui 

change c'est le lieu. Coiimie dilicreuls lieux peuvent 
être occupés par le même corps saus que nous voyions 
qu'il eu soit altéré, les lieux nous apparaissent homo- 
ijr^es»etreasemble des lieux homogènes est ce que nous 
nommons espace. D'où cette conséquence : ce qui est 
démontré vrai ici , est vrai là . 

Mais cette conviction sur Tliomogénélté de Tespace 
est empirique ; proprement, le vrai là est tout subjectif; 
pour qu'il fôt objectif, il faudrait que Tespacc fût là de 
même nature qu'zd , et ce ne peut jamais être qu'une 
induction plus ou moins fondée , par exemple , sur ce 
qu'il nous semble que , même autour de Jupiter, les 
satellites se meuvent dans un espace homogène. 

Quant à la certitude objective , les auteurs dont nous 
parlons en placent le fondement , les prémisses étant 
bypotbétiquement admises , dans Taccord des consé- 
(piences entre elles, et avec les données de Texpérience 
quand la construction est possible. 

Sur ce dernier puinL nous nous trouvons parfaitement 
de leur avis (1 ). Mais quant à la pi-emière partie de leur 
réponse » nous avons , en plusieurs endroits , montré 
l'erreur qui s'y trouve. 

D*où est tiré ce principe, que quand les conséquences 



( ! I Seulomont, il ne faut pas conlundre ce- tjirjls entendent par 
expérience, c'est-à-dire, la vérification au moyeu de eonstiuclions 
réelles , avec notre expér ience idéale à nous, c'e6t*â-dire, la combi- 
nalson arbitraire <le'certaln'i!ii"CltMi'nSe8. L'expérience idéale, en tant 
qa'dle découle dee prémisses, est vraie et sûre ; mais les construc- 
tions réelles penvent seules donner une vérité objective aux lois 
idéales que je découvre. 

6 
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sont d'accord eolre eiles, les prémisses sont vraies? 
La déduclioo rigoureuse d'un système ne prouve rien 
quant à la vérité des prémisses. L'astronomie de 
Ploléniée et celle de Tyclio-Brahé , la géométrie ima- 
ginaire de Lobalschewsky , des parties entières de la 
jiliysiquc malhémaliquc , IcHos que la théorie du ma- 
j^iiélisuit' (1 Ampère, sont là pour iulirmer la valeur 
absolue de ce erilérium. 



LlVttE IL 



FEIICIFSS PURS BE LA StOliTRIE. 



En géométrie , comme dans toute science , il faut 

distinguer deux cIj oses . le fond cl la l'orme; les vérités 
et la manière dont elles sont enchainées ; le système et 
la méthode. 

La tenue se ramèue à un uoiubre déterminé de priii* 
cipes logiques, ne donnant aucune connaissance réelle; 
le fond, à certaines vérités premières, objectives, 
point d'appui de la science. Les premiers sont les 
axiomes de la géométrie; les secondes, ses postulats 
ou hypothèses. 

La géométrie, comme géométrie, n'a à s'occuper ni 
de sa méthode — c*est la tâche de la logique — ni de 



— .so — 

ses prémisses — c*esl la philosophie qui les lui doimc. 

C'est pourquoi nous intitulons ce livre : Principes purs 
de la géoimtrie , culeudaut par là les principes , 
abstraction faite de tout contenu autre que Tobjet 
général do la science. Nous le divisons en deux 
chapitres : 

I. Logique et méthodologie spéâiûes de la géomélrie ; 

M, Des hypothèses fondamentales y ou des postulais 
de la géométrie. 



> 
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CHAPITRE ^^ 



LOGIQUE ET MÉTHODOLOGIE SPÉQALBS DE LÀ GÉOMÉTRIE. 

Ce chapitre se divise en trois paragraphes : dans le 
premier » nous donnons les règles du raisonnement au 
point de vue spécial de la géométrie; dans le second, 
nous nous occupons de la systématisation de la science ; 

le tpoisiùiiic enfin est consacré à la recherche d'un cri- 
lénum formel de certitude. 

I 1. ^ DE LA FORME DES RA1801OIE1IINT8 EN GÉOMÉTRIE. 

flf flofÎMM pW MllMllIatiQB. 

Les lois du raisonnement géométrique sont , comme 
on sait , celles du syllogisme par substitution , que 
résume la proposition suivante : 

Deux quantités égales à une tnême troisième sont 
égales entre elles. 

Proposition synthétique, forme pure de la synthèse, 
car elle me permet d*fyouter à A l'attribut G , quand je 
lui connais l'attribut B et que je sais que B possède 
l'attribut C. 

La plupart des axiomes d'Eudide ne sont que des 

cas particuliers decelui-lù; ainsi, par exeiiiple : Quand 
de deux quantités égales on retranche des quantités 
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égales t les restes sont égaux^ et toutes les transfor- 
mations logiques de celte proposition. 

Cet axiome est, disons-noos , la forme pure du rai- 
sonnement jîL'oiiiôlrique ; il ne \m\i donc servir à établir 
des vériLcs parliciilières , Loiiiiiit; on a Taip de le croire 
généralement. Quand j'ai les deux équations A = B et 
B = C , ce n'est pas en vertu de fuxiome que j'en lire 
A G, car l'axiome n'est pas en lui-même plus évi- 
dent que le cas particulier auquel il s'applique. Gar- 
néades qui nie que A = G , nie à plus forte raison 
Taxiome (1). 

De* réciproque* et dea inverse* 

Les réciproques et les inverses no sont que des appli- 
cations particulières des règles de la conversion et de 
V la conlraposition des jugements (2V On les confond 

souvent les unes avec les autres et avec les démonstra- 
tions par l'absurde. Ëlant données une proposition et sa 
eonséquence, la réciproque consiste à prouver que, la 
proposition n'existant pas, la conséquence n'existe pas; 
l'inverse, à prouver que, la conséquence existant, la 
proposition principale existe. Si je dis, par exemple : 
Quand le soleil donne sur la pierre, celle-ci s'échaniTe ; 
la réciproque serait : Quand le soleil ne donne pas sur 
la pierre , celle^i ne s*échauife pas ; et Tinverse : Quand 
une pierre s'échauffe, c'est que le soleil donne dessus. 



( 1 ) B^Tut. DicHotmain historiqu* ; artide Gaméadei, C. 

(2 ) Les théorèoiei que nous allons exposw, se trouvent en partie 
dans un ouvrage de Hanber, publié en Drobiwh les cite dans 
sa logique, sans les folie senriran même objet que nou% et saoslenr 
donner la mftme extendon. 
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Enfin, il y a encore la réciproque de l'inverse ou l'in- 
versedc la réciproque, qui découle toujours logique- 
ment de la première affirmation» et qui est : Quand une 
pierre ne s'écliauffe pas , c*est que ie soleil ne donne 
pas dessus. 

Quant aux démonstrations par Tabsurde , elles sont 

en général conriposées de trois membres disjonctifs, 
par exemple : A est é^iil à B , car il n'est ni plus grand 
ni plus petit que B. La récipi oqiie consiste sirapleiuenl 
à montrer que A n'est pas inégal à B. Mais qui ne voit 
que, dans ce cas . la réciproque n'est possible que par 
l'absurde? Quelques auteurs, emportés par un sëte 
inconsidéré, ont rejeté les démonstrations par l'absurde, 
sous prétexte qu'elles démontraient, non la vérité, 
mais la fausseté de Terreur. Il n^est cependant pas rai- 
sonnable de vouloir priver l'esprit humain d'un de ses 
modes les plus puissants de démonstration. 

Nous ne donnerons les théorèmes généraux que pour 
les inverses et les réciproques, laissant au lecteur le 
soin d'étendre cette théorie aux démonstrations par 
rabsurde. 

Frimiim, On suppose que S ne puisse être que 
a ou ^ ; et que S' ne puisse être que a' ou b^. 
1. Tbéor^me. St, ^and S *= a , a» a toujours S' = , 

et réciproquement t si^ quand S = ^>, on a iuujuurs 
S' b' ; 

Alors inversement , quand S — ft', on a toujours 
^ ^ a,et réciproquement , quand &' ^b\ona toujours 

Déhohstratiok. Car si , quand S'^tt\ on avait S 2> , 
rhypothèse donnerait S' » ^ et non S' a\ De même, 
si, quand S' — i', on avait S = a, en vertu de l'hypo- 
thèse , on aurait S' == a' et non S' =^ b'. 



Digitized by Google 



- M - 

ÏI. TuÉouKMt. Si y quand S a , on a toujours S' —a\ 
et inversement , si, quand S' = a' , on a toujours S = a ; 

Âhrs réeipi'oquement, quand S=t, on a toujours S'=»^', 
et inversement t quand S' « b\ on a toujours S^b. 

Démonstratioh. Si, quand S^b, S' était égal, non à y, 
mais à a', dans ce cas, en vertu de l'hypothèse, 
S serait égal à a et non à 6. De même , si quand S'» V, 
S claiL é^^al à a et non à b, en vertu de l'hypotlièse, 
S' serait égal à ai et non à b'. 

III. THtop.f.ME. Siy quand S' = a', on a toujours S=^fl, 
et réciproqueineut , «i, quand S' ^ b^, on a toujours 

Alors inversement, quand S ^a^ on a toujours S'^sOr, 
et réciproquement , quand S^b,ona toujours S' ^ V. 
rV. Théorème. Si, quand S= b, ona toujours S' « ^, 

inversement , si, quand S' = b' , on a toujours S = b; 

Alors réciproquement^ quand S ^ a , on a toujours 
S' = a\ et inversement, quand S',== a', ou a toujours 
S = fl. 

La démonstration de ces deux théorèmes est la même 
que celle des précédentes. 
En résumé, la prémisse peut donner matière à quatre 

propositions : 

4. Quand S = on a S' «-a'; proposition que nous 
nommerons principale. 

2. Quand S = ^, on a S' = t'; réciproque, 

3. Quand S' == on a S -= a ; inverse. 

4. Quand S' = ^' on a S = inverse de la réciproque, 
ou réciproque de l'inverse. 

Ces quatre propositions sont vraies à la fois, si la 
première et la seconde le sont, ou bien, la troisième 
et la quatrième ; ou bien , la première et la troisième , 
ou encore , la seconde et la quatrième. 
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Et pour ne plus y revenir, faisons remarquer que la 
réciproque de l'inverse ou la quatrième proposition, 
découle toujours logiquement de la proposition princi- 
pale, de la première, sans qu'il y ait besoin de donner 
une démonstration; de même» la première découle 
de la ^quatrième, la troisième de la seconde, et la se- 
conde de la troisième ; en d'autres termes , les couples 
i et 4, 4 et i, 2 et 3, 3 et S, sont indivisibles; 
l'une des propositions de chacun de ces couples entraîne 
nécessairement l'autre. 

Il suit de là que toute proposition donne en général 
lieu à quatre théorèmes, et que , l'un deux étant dé- 
montré, on a deux moyens d'en démontrer ïinverae ou 
la réciproque t et c'est de démontrer Tune ou Tautre 
indifféremment! 

Ap[iliquons ces principes à un exemple pris dans les 
triangles isocèles. 

Prémisses, S est a oab; traduction : les angles à la 
base sont é'^aux ou inégaux ; S' est a' ou //; traduction : 
les côtés opposés à ces angles sont égaux ou inégaux. 

De là quatre théorèmes à démonti*er : 

1. Quand les angles sont égaux, les côtés le sont. 

S. Quand les angles sont inégaux , les côtés le sont 
aussi (réciproque). 

3. Quand les côtés sont égaux, les angles le sont 
aussi (mvcrse). 

4. Quand les côtés sont inégaux , les angles le sont 
aussi. 

On peut donc choisir indiiféremment l'un des quatre 
couples , 1 et â, 1 et 3, 3 et 4, â et 4; ils sont exac- 
tement sur le même rang, ont la môme valeur, Tun 
n*est pas plus à rejeter que Tautre. 
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pBvadom féemélrlqne 

C'est ici le Heu de parler d'une difficnlié logique qui 
n'a pas encore été signalée , que nous sacliions , 
et dont la soiiilion iioiVs sera plus lard d'une grnnde 
importance, entre autres dans la théorie des ligures 
sembiabieft. Procédons par un exemple : 

Le cercle est une figure que trois de ses points 
déterminent ; en d*aatres termes : par trois points on ne 
peut faire passer qu'un cercle ; ou bien encore : étant 
donné un triangle , le cercle circonscrit est déterminé ; 
propriété qu'énonce le théorème suivant : Quand les 
triangles soiit égaux , les cercles circonscrits le sont 
aussi. Nous savons que de cette proposition nons 
pouvons déduire logiquement la réciproque de l'inverse, 
à savoir : Si les cercles sont inégaux, les Uimgîea inscrits 
le mit nkêêâaifment aussi. Mais comment se iait-il 
que rinverse et la réciproque soient fausses ; qu'il ne 
nous soit pas permis de dire : Quand les cercles sont 
égaux , Us triangles inscrits h sont ; et , quand les 
triangles sont inégaux , les cercles circonscrits le sont 
aussi'! C'est que Ton a atlaire ici non à un cercle siiuple, 
mais à une ligure composée d'un ceicle et d'un triangle 
inscrit , ou encore à un cercle avec des points déter- 
minés , ressortant sur sa circonférence. A ce titre on 

^ peut dife que les cercles 

O XhCei abe, en tant que 
cercles , sont égaux , sans 
qu'on en puisse dire autant 
u des fifj^ures formées de ces 

mêmes cercles et de trois points disposés sur l'un 
autrement que sur l'autre. 
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§ 2. — DE LA MÉTHODE EN OÉOUâTRIB. 

La systématisation d'une science quelconque , bota- f 

nique, zoologie, physique, géométrie, comprend trois 
opérations : la description ou définition des phénomènes 
dont elle s'occupe ; leur classification ou la division de 
rohjpî général ; enfin , leur enchaînement ou leur 
démonstration. Si l'on réfiéchit au rapport intime de \ 
ces trois opérations , on voit qu'en réalité elles n en 
forment qn*une, que l'une d'elles bien faite entraine les 
deux autres , qu'elle est toutes les trois à la fois. La 
description de l'objet, plante, animal, météore, ne sera 
complète et exacte que lorsque sa place , dans l'en- 
semble des autres êtres vivants ou des autres phéno- 
mènes naturels, sera précisée; car on doit le comparer 
avec tous ceux-ci })Our bien déterminer , bien saisir la 
valeur des caractères qu'on lui découvre, et même pour 
les découvrir ; et la classification elle*môme, si elle est 
natureUe , si elle se base sur les caractères eêamtielê , 
non-seulement complète la définition , mais n*6St même 
que la traduction de la loi qui préside à l'enchaînement 
des phénomènes , c'est la démonstration établie par le 
fait , et devenue un objet de l'intuition. 

Telle serait la science dans son idéalité. Celle science 
idéale, type éternel de la science humaine, on peut en 
dessiner les contours , en dresser le plan , et elle ser- 
vira de mesure pour juger du point où la nôtre est 
arrivée. Ce sont les conditions de la géomélrie idéale 
que nous allons établir dans ce qui va suivre. 



opèvatkm P e w i ptioa dw olget», défiailion. 

La description prend en géométrie le nom de 
définition; mais elle reste une véritable description 
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dans le sens élymologique. Pour nous donner uoe 
idée claire de la figure, elle doit aous la faire voir, 
ou nous donner les moyens de la tracer; elle doit être 
génétique. Remarquons toutefois, pour compléter et 
préciser ce que nous avons dit plus haut» qu'il ne suffit 
pas de la simple vue de la figure tracée , dessinée ; car 
l'idée que nous nous en ferions d'après cette vue pour- 
rait être fausse : une ellipse d'une faible excentricité 
ressemble très-bien à un cercle. Pour en saisir les 
caractères spécifiques, il faut savoir comment elle a 
été engendrée ; et lorsque nous sommes en présence 
d'une figure naturelle, notre premier et unique souci , 
c'est, en général, d'en rechercher l'essence, le mode 
de génération, ou de la ramener à l'une de ces figures 
idéales qui nous sont connues parfaitement. 

La définition ne doit être ni négative, ni circulaire, 
ni surabondante. 

Nous entendons par définition négative, celle qui 
nous permettrait de distinguer l'olyet défini , de ne pas 
le confondre avec d'autres , mais sans donner le moyen 
de nous le représenter. Telle est la définition ordinaire 
de la droite : La ligne droite est le plus court diemin 
entre deux points. En eff(Bt, si entre deux points on 
trace toutes les lip^nes imaginables, supposé môme qu'il 
ne soit pas absuUmient impossii)le de parvenir à distin- 
guer la plus courte, on ne saura pas davantage, deux 
points étant donnés, les joindre par une ligne droite. 

Cette m6me définition est dr^daire (1), maïs ce 
défaut apparaît avec plus d'évidence dans la suivante : 
La ligne droite est me ligne de direction constante. Car 
pour distinguer , entre difilérentes lignes, celle de direc- 



(1) Voir le livre suivant. 
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tioii constante, il faut avoir déjà une direction constante, 

c'est-à-dire une droite : la définition implique le défini. 

Comme exemple de définition surabondante^ nous 
jioLivons donner celle des triangles semblables : Ce 
sont des triangles dont les angles sont égaux chacun à 
chacun et dont les côtés homologues sont en proportion. 
On sait qae deux triangles équiangles ont leurs côtés 
proportionnels et réciproquement; et que cette der- 
nière proposition fait même Tobjet d*un théorème. Les 
définitions surabondantes exigent ainsi des théorèmes 
pour en relier les différentes parties (1). 

Dwdéne «pèMtSm. qwaiwrtioB dm «tM (9). 

Classificr les ligures , c'est montrer comnieiiL les 
ligures se suivent, comment elles s'engendrent Tune 

I 1 ) >'ous nous trouvons ici en opposition avec la plupart des 
logiciens : « La défiuition Kulvante, dit M. Ueberweg (Syst. de Lug. , 
page 132 ) , pourrait être altondaiite : iM pareHèUt tmt âet liswt 
éreitet de direction tembUMe et qvi restent partout à égale distance 
l'un» de VaaJtre. Mus oetle abondance n'est qu'apparente , si, dans la 
définition des triangles rectilignes semblables, on a compris l'égalité 
des angles ainsi (jue la proportionnalité dps côtés. >■ Quand même cette 
(înrntère condition emporterait la justesse de la définition des parnl- 
]' les , celle-ci n'en pécherait pas moins au point de vue esthélitiue, 
puisqu'elle ne devient claire que grâce à une explication antérieure 
ou subséquente. 

Les définitions de la géométrie analytique satisfont toujours à ces 
règles : Téquation d'une figure Ibumit les moyons d'en construire 

tous les points. 

{1 1 >'ous développerons autre part l'analogie frappante qu'il y a 
entre notre classification des figures géométriques et les classifica- 
tions réellement naturelles des autres sciences, ^'ous n'avons pas ^ 
insisté sur ce point pour ne pas être forcé d'enclaver une théorie 
nouTsIle du genre et de l'espèce, ainsi que de leurs caractères ^'^ 
essenHA, dans un travail spécisl sur la géométrie. D'ailleurs la ' 
classification que nous donnons ici est à peu prés celle de la géo- 
métrie analytique. 
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Tautre.Ies ranger enfin d'après un principe, en espèces, 
genres, familles, etc. (1). Quel est ce principe? La ré- 
ponse est uniforme dans toutes les sciences : il faut 

procéder du simple au composé. Mais, pour beaucoup 
d'entre elles, la dillicullé est de reconnaître ce qui est 
simple et ce qui est composé. 

La figure est donnée par son mode de génération. 
Elle est donc plus ou moins composée, suivant le plus 
ou moins grand nombre de ses éléments généra- 
teurs (2). 

Appliquons ceci à la classification des lignes. 
L'élément d'une ligne est l'ensemble de doux points 
consécutifs : 

La ligne droite est déterminée par la position du 
premier élénient. Le cercle ne le sera que par la posi- 
tion de l'élément suivant; en posant le troisième élé- 
ment à l'égard du second, comme celui-ci l'est à l'égard 
du premier, on continuera à tracer le cercle. Hais la 
position de ce troisième élément étant différente, on 
commence le tracé de la parabole , et pour continuer à 
la décrii'c, il suflil de placer l'élément suivant par rap- 



( 1 ) Ici encore la géométrie analytique , mua pour lea courbca 
algôbriquea seulement, nous fournit un admirable exemple de 
classifloation , et de génération de toutes les figures possibles; le 

degré de Tèiiuation donne la famille ; le genre résulte de certaines 
conditions, telles que In siynr» de B*—4AC dans les équations du 
2<î degré; pnis l;i variatiDU ilos paramètres donne les espèces et les 
individua. Daiii un ordre plus élevé, la classilication de Monge , 
fondée sur les rayons rie courbure , est un modèle de classification 
phiiosopliique; et, pour le dire en passant, elle est basée exclu- 
sivement sur la forme et sur la difl&rNice de trois meturet pour 
apprécier les formes. 

(2) Voir, à la fin du chapitre suivant, ce que nous disons sur les 
éléments. 
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port au second et au troisième , comme celuUci Test 
par rapport au premier et au second (1). Après la 
parabole viennent les lignes déterminées par quatre 
éléments : Tellipse et l'hyperbole , et ainsi de suite. 

Telle esl la classification des courbes élémentaires 
qui sont proprement du domaine de la ^n'oniétrie 
syntliétiquc. Nous ne nous occupons pas de la clas- 
sttication des courbes transcendantes , qui ne sont 
données que par un éïéïaenifini. LescourLes daus Tes- 
pace se classent d'après des principes analogues, ainsi 
que les surfaces. 

Nous n*avons considéré jusqu*ici que les ligures 
simples ou élémentaires; il nous reste à classer les 
I'k/ lires composées. Ndus entendons parla, (.uu te ligure 
Ibiinéc de deux aulrcs. Nous disons deux autres et non 
plusieurs autres, parce que du moment oii l'on sait 
composer deux iigures, ou en sait composer trois, 
quatre , etc. une figure composée de trois figures, 



I 1 il n < sL pas toiiji)urs facile ;if tueliement de trouver pnr lit ;.'ùu- 
nielrie synittélitiuc U loi qui a présidé à ces» {yosilions conbéculivcii ; 
la géométrie analytique et le calcul difTèrentiel jouissent ^ sous ce 
rapport, de plus de ressources ; mais qu'on n^oublîe pas que nous 
construisons ici une géométrie idéale, que la géométrie humaine 
doit chercher à réaliser. La géométrie analytique elle-niùiiie n'est- 
fUe pas déjà impuissante à !*«';i,'ar(l des courbes du < L it;ùiiic du 1* 
et du 3* df^rro , par suite de l'étaL un parfait lîo raigèljrc qui ne sait 
pas rèsouilro, ni ircnèraK Ips ôfinatiouti 'Stiv. dpi^'ré supérieur au \''{ 
le calcul dirterentiel a est-il pas entravé par les difficultés, jusqu'ici 
ln6urm<mtèes, qu'offie le calcul intégral? 

{ 2 ) C'est ainsi que Ton doit dire : Taddition est une opération qui 
consiste à réunir deux (et lion plvsieurs) nombres en un seul. On 
ne réunit jamais|)fa<sinirs nombres à la fois en un seul; on commence 
par en réunir deux; puis la somme de ces deux-ci avec le troisième; 
puis cette nouvelle somme avec le quatrième » et ainsi de suite* 
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pouvant être regardée comme composée d*utto figure 
simple et d*nne fij^re composée. 

Cela établi , rii u iic nous empêche plus d'employer les 
expressions de lijïures composées de trois, de quatre, 
de cinq figures siiiiples. 

Les lignes courbes étant iûliniment plus compli- 
quées que la ligne droite— ce qui se voit par la géné- 
ration d'une ligne courbe quelconque, même du cercle, 
que Ton est porté naturellement à regarder comme un 
polygone d*un nombre infini de côtés — avant d'étudier 
les lignes courbes, on étudiera les figures composées 
de lignes droites ; celles composées de deux droites , 
puis ceUes de trois, de quatre, etc. , droites; puis on 
passera au cercle, aux figures composées du cercle et 
d*une droite; du cercle et de deux droites, etc., puis 
de deux cercles , de deux cercles et d'une droite, etc. , 
puis de trois cercles , etc. Après cela viendrait l'étude 
de la parabole, etc. Il est inutile, pensons-nous, de 
continuer cette énumération. 

Notre classification des figures est donc achevée, 
et d'après un principe clair el simple , qui a une grande 
analogie avec celui rie la chimie inorganique dont nous 
avons parlé plus haut. 

De ce qui précède il résulte que la place des figures est 
déterminée d'avance dans la géométrie idéale. Ainsi, il 
ne sera pas permis , à moins de s'écarter de cet idéal , 
d'étudier une figure avant une autre, si la classification 
en a décidé autrement. On le fait quelquefois par né- 
cessité, par ignorance, mais on doit f éviter. 

Ce n'était pas l'opinion de Montucla : 

« Le reproche de désordre fait à Euclide , dît-îl , 
m'oblige à quelques réflexions sur l'ordre prétendu 
qu'afibctent nos auteurs modernes d'éléments , et sur 
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les iuconvénîents qui en sont la suite. Peat-on regarder 

comme un véritable ordre , celui qui oblige à violer la 
condition la plus essentielle à un raisoiinenient géomc- 
trique , je veux dire , celle ri5T;ueur de déiuoiislralion , 
seule capable de forcer uu esprit disposé à ne se rendre 

qu'à l'évidence métaphysique ? Il y a même , à 

mon avis , une sorte de puérilité dans cette affectation 
de ne point parler d*un genre de grandeur, des triangles, 
par exemple, avant que d'avoir traité au long des lignes 
et des angles : car pour peu que , s*astreignant à cet 
ordre , on veuille observer la rii^ueiir géométrique , il 
faut faire les uiùnics frais de déuionslraliou, que si l'on 
eût coraniencé par ce genre d'étendue plus compose, et 
d'ailleurs si simple, qu'il n'exige pas qu'on s*y élève par 
d^p*és. J'ose aller plus loin « et je ne crains point de 
dire que cet ordre affecté va à rétrécir Tesprit , et à 
Taccoutumer à une marche contraire à celle du génie 
des découvertes. CTest déduire laborieusement plusieurs 
vérilés particulières, taudis qu'il ii'élail pas plus dillicile 
d'embrasser tout d'un coup le tronc dont elles n'étaient 
que les brauclies. One sont, vu eflfet, la plupart de ces 
propositions sur les perpendiculaires et les obliques , 
qui remplissent plusieurs sections des ouvrages dont 
on parle , sinon autant de conséquences fort simples 
de la propriété du triangle isocèle t II était bien plus 
lumineux et même plus court, de commencer à démon- 
trer celte propriété , et d'en déduire ensuite toutes ces 
aulies propositions. » 

Montucla aurait raison s'il était démontré que la 
rigueur ne peut pas marcher de Iront avec l'ordre; or 
nous croyons avoir établi cettfi possibilité sur des prin- 
cipes philosophiques. On pourrait même se demander 
si les défauts de rigueur qu*on remarque dans Ëuclide, 
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comme dans les autres géomètres, ne proviennent pas 
de ce qu'ils n'ont pas suivi l'ordre véritable. Quant n 
appeler cet ordre um puérifité, c'est, à notre avis, une 
exagération , et nous n'en voulons d'autre preuve que 
les eti'orts de Legendre pour le conserver. Qu'on nous 
permeile d'ailleurs d'opposer à ce passage de Monlucla 
quelques lignes de la Logique de Port Royal , remar* 
quables de critique et de bon sens : 

» N'avoir aucun soin du vrai ordre de la nature , 
c'est !c plus grand défaut des i^'éoniètres, lis se 
sont iiiiaginés qu'il n'y avait presqu'aucuii ordre à j^ardur, 
sinon que les premières propositions pussent servir 
à démontrer les suivantes 

» Il y a des géomètres qui croient avoir justifié ces 
défauts , en disant qu'ils ne se mettent pas en peine de 
cela; qu*il leur suffit de ne rien dire qu'ils ne prouvent 
d'une manière convaincante; et qu'ils sont par là assurés 
d*avoir trouvé la vérité, qui est leur unique bot. 

» Ou avoue aussi (|ue ces dél'aiits ne sont pas si consi- 
dérables , qu'où ne suit obligé de reconnaître, que de 
toutes les sciences humaines il n'y en a point qui aient 
été mieux traitées , que celles qui août comprises sous 
le nom général de mathématiques; mais on prétend seu- 
lement qu*on y pourrait encore syouter quelque chose 
qui les rendrait pins parfaites , et que quoique la prin* 
cipaie chose qu'ils aient dû y considérer, est de ne rien 
avancer que de véritable « il aurait été néanmoins à sou* 
haiter qu'ils eussent eu plus d'attention à la manière la 
plus naturelle de faire entrer la vérité dans l'esprit,.. 

» J'avoue qu'il faut préférer à louks choses l'assu- 
rance de ne se point tromper, et qu'il faut négliger 
le vrai ordre si on ne le peut suivre sans perdre beatt* 
coup de la force des démonstrations, et s'exposer à 
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l'erreur. Mais je ne iltiiuiire i)hs (l'accurd qu'il soit 
impossible d'observer l'un et l'aulrc , et je m'imagiac 
qu'on pourrait taire des éléments de géométrie, où 
toutes choses seraient traitées dans leur ordre naturel , 
toutes les propositions prouvées par des voies très- 
simples et très-naturelles , et où tout néanmoins serait 
très-clairement démontré. » 

TfoisSéitte opéMtâoa. némamslnftitm. 

GOlUfiNT AARIVB«T-OH A l'idi i i 'i N TlIÉOItÂME? QU'£ST'GB QU'UN 

Comment démontre-t-on un llicoi ème ? Pourquoi 
Thalès s'est-il deiiiaïuîé quelle pouvait êire la somme 
des trois angles d'un triangle;? Comment surtout a-t-il 
obtenu eette somme, à savoir : deux droits? Car, pour 
le dire d'avance, obtenir cette somme, c'est déjà dé- 
montrer le théorème. 

Figurons-nous Thalès devant son triangle : il se 
demande, quelles sont les conditions qui le déter- 
minent, ou, ce qui revient an même, quand deux 
triangles sont égaux — question naturelle et inévitable, 
premier pourquoi de la science, i'arini les cas d'égalité 
de deux triangles, se trouve celui où i on donne un côté 
et les deux angles adjacents. Thalès n'eut pas de peine 
à s*apercevoir qu'avec ces données, on ne peut former 
que le même triangle , c'est-à-dire que les deux autres 
côtés et le troisième angle se trouvent par là même tout 
déterminés. Le problème est donc posé de rechercher 
quel est ce troisième angle (1). 



( 1 ) Thalès aurait pu se demander aussi , et il est probable iiu'il 
l'a fait, quels sont les deux autres côtés. Seulement la réponse, 
qui est ea «flfot plus âifficUe , lui échappa. 
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11 est facile de le résoudre arlilk icllcnicntpar la coïis- 
Iruclioii du Iriaii^do; mais et inc la science doinaiide, 
c'est un rajtporl , une loi pçiiéi'alc , une relaliuii de la 
chose cherchée aux quantités données. Ce problème, 
Tbalès l'a résolu comoïc ou résout tous les problèmes , 
un peu en tâtonnant; et on en connaît le résultat ; c^est 
que le troisième est égal à l'excès de deux droits sur la 
somme des deux autres. 

Prenons l'exemple du Uiéorème de Pythagore; ou 
peuL le raiiicucj' de niênifj à un problème : Dans un 
triangle reclan^'le, étant duiincs deux à quoi est 

c^al le Iroisii'iiic? car ce troisième est tout déterminé 
par les deux autres. Ce troisième cùlé, qui vient se 
poser de lui-même, de sa propre autorité, quand j*ai 
posé arbitrairement les deux autres, c'est un phéno- 
mène dont je recherche la loi ; de même que je recherche 
la nature de la trajectoire d^une pierre que je lance 
dans l'espace, trajectoire qui se décrit fatalement en 
vertu du mouveuieot initial déterndné librement par la 
iorce et la direction du jet. 
^ Nous croyons donc avoir établi cette vérité : (Vest 
X qu'avant le théorème existait le problème. De là découle 
cette autre vérité, qui n'est qu'une déiinition, mais 
remarquable par ses conséquences : Le théorème est 
Vénmcé du résultat d'un probième. 

Problème. A quoi est égale la somme des trois angles 
d'un li'iciiiijjle? Ucponse : à deux droits (i). 

TÎK'ornni'. La somme des trois angles d'un triangle 
csL égale ù deux droits. 

! 1 ) N'uus poïions ainsi le proliimic iiour l;i brièveté. L'énoncé 
uivuiiL serait plus exact : à ([uoi i bl éyai le troisième angle d'un 
tnuiii^ic ilout les deux autres sont donnés ? Réponse : & l'excès de 
deux droits sur la somme de ceax<ci. 
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Oq oonnait la défiaition ordinaire du théorème : e^eèt 
une vérité à démontrer, m qui devient évidente au 
moyen d^un raisonnement appelé dénionstratUm. Celte 
définition, qni rentre d'ailleurs complètement dans la 
nôtre , place le lliL'ornmc en opposition avot- l'axiome 
qu'on (lédnit loie vérité l'vidoih' par cUp-même , et le 
problème se trouve a'avoir ancun lien avec le théorème. 
Notre définition, au contraire, lie intimement, sous le 
rapport psychologique, comme sous le rapport géomé- J 
trique, le théorème et le problème. 

Be plus, la définition ordinaire ne peut conduire à 
aucune règle ni pour les énoncés, ni pour la démons- 
tration des théorèmes; de la iiùLre, au contraire, ces 
jvgies découleront immédiatement, et n'eu seront, 
pour ainsi dire , que des corollaires. 

Comment établit-on l'exactitude du résultat d'un 
problème? En faisant la preuve^ selon l'expression 
vulgaire; en faisant Vexpérienee, pour parler scienlifi*- 
quement. Je veux démontrer que la somme des trois 
angles d^un triangle est égale à deux droits. Pour faire 
la preuve, je dois ajouter les trois angles l'un à l'autre : 



égal à Vangle AGB. — On sait, par un théorème précé- 
dent, que cela se fait en menant BD parallèle à XC, — 

Enfin, j'ajoute l'angle A, en faisant l'angle DBE égal à 
l'angle A. — Or, je vois encore , coinme BD est paral- 
lèle à AC, qu'il siilfU de prolomfer AB. — J'ai main- 
tenant mes trois angles bien placés ; je regarde plus ou 
moins attentivement selon le cas , et je vois que le 
théorème est vérifié. 




H côté de l'angle B , par 
exemple , je place le second 
C dans la position Cil D, ou, 
si Ton veut, je tire de 
manière que l'angle CBD soit 
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On s'a|)Oiçuil, sans dûuie, que nous n*avoD8 pas 
inventé la démouslralion , ni même les phrases; nous 
n*avons fait que les disposer dans un autre ordre. La 
rédaction ordinaire serai! , par exemple: Sur le côté AB 

prolongé, et par le point B, menons une parallèle BD 
a AC. Les trois antjîes en B font deux droits; or l'un 
d'eux apfUirtient déjà au triangle, et les deux autres , etc. 
Combien seraient Icnkls de dire : Quelle heureuse idée 
de tirer cette parallèle! Dans la plupart des cas, l'heu- 
reuse idée , ridée que l'on croit pouvoir attribuer au 
hasard, soulève chez le philosophe cette question : 
Gomment a-t-on eu cette idée? 

Nous voilà ramené, par un chemin nouveau, à la 
théorie que nous avons exposée dans le premier livre 
sur rexpérience mathématique. Seulement l'expérience, 
quand elle serl ;"i l;i dciiionsfration d'une vcrilé supposée 
connue , est une vérification ( i ) , eai-aclère qu'elle porte 
aussi dans les scienees dites naturelles , lorsque par 
elle on contrôle une loi donnée. 

DE l'analyse et de LA SYNTHÈSE EN UATUÉMATIQUES. 

Cuimiic on le voit, nous sommes ici sur le terrain 
de Vanalfjse et de la s nthèse congucs dans le sens 
mathématique. Pour avoir une idée claire et nette des 
différents sens dans lesquels ces termes sont employés 
en mathématiques, nous ne pouvons mieux faire que d'em- 
prunter à M. Ghasles l'histoire remarquable qu'il en 
donne (S). 

( I ) Gomfiarer un pasEage qui va Buivre, tiré de M. Chastes. 
(2 ) Discours éPfntmgtarationm cours de Géomitrie supérieure^ pagfa 
XXXIX et suiv. 

Comparer aus^i Rnxoi vif.r, Ma7ivel de Philoxophie i/nrirnne, îiv.VII, 
g ? . II : t't \:^MûOT, J)6 la Mélhode dans les scieneet , fievue trimes- 
trielle, 1659. 
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« Gea deux mots , iynthêie et analyse, avaient alors 
(dans Tantiquité) , en matbématiques . un sens parfais 
tement dêOni, Mais , comme aujourd'hui nous les em*- 

pioyons communément dans une acception spéciale 
très-ditï'éreiitL\ qui laisse ignorer aux jeunes géom* (res 
ce qu'étaient les uiéthodes anciennes et suilout la 
méthode analytique, ii ne paraîtra pciit-rlre pas inutile 
de rappeler ici le sens précis que leui- donne Pappus, le 
môme qu'on trouve aussi dans Ëuclide ( au treizième 
livre des ^émml*). 

» Dans la synMw on part de vérités connues pour 
arriver , de conséquence en conséquence , à la propo* 
sition que Ton veut démontrer , ou à la solution du 
problème proposé. 

» Par Van(il\ise , on rej^ai'de comme vi'aio la pi'opo- 
sition que l'on veut démontrer , ou comme résolu le 
problème proposé, et Ton marcbe , de conséquence en 
conséquence , jusqu'à ce qu'on arrive à quelque vérité 
connue , qui autorise à conclure que la chose admise 
comme vraie Test réellement, ou qui comporte la cons* 
truction du problème ou son insolubilité. 

» Ces deux manières de procéder en njathumaliques 
ne répondent nullement à la signification actuelle des 
deux teianes analyse et synthèse , dont le premier 
caractérise l'emploi du calcul algébrique , et le second 
la considération seule des propriétés des ligures , au 
moyen du raisonnement naturel. 

» Les deux méthodes anciennes ne différaient, au fond, 
que dans le point de départ, les diverses opérations du 
raisonnement étant les mêmes dans Tune et dans Tantre, 
mais dans un ovdvv inverse. On carach'risera brièvement 
ce» deux méthodes, en apiiclant, avec Kanl, la synthèse^ 
méthode progressive , et ï analyse , méthode régressive. 
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» Il est essentiel de remarquer ici que Tusage de 
Vanalysef chez les Anciens, suppose nécessairement 
une pioposition déjà connue et dont on cherche la 

fléinoiîstration , ou un problème proposé. De sorte 
qu(\ hors cc> deux cns, il n'y a point lieu, d'aprrs la 
délinition précise de Pappus, d'employer la méthode 
analytique, 

» Il faut observer encore que, bien que Tesprit de la 
méthode soit le même dans les deux cas , néanmoins 
elle y a un caractère différent. Car, dans le premier, où 
il s'agit de démontrer une proposition , Yanalyse n*est 

point antre chose qu'une méthode expérimentale de 
vérification à posteriori (-1), landis que dans le second, 
où il s'agit de résoudre un problème , elle forme une 
méthode d'invention à priori , puisqu'on se propose de 
trouver la solution ou construction du problème, ou de 
démontrer son impossibilité, ce qui constituera la 
découverte d'une vérité mathématique actuellement 
inconnue. 

» C'est dans ce sens seulement qu'on [)eul dire que 
Vanalyse des Anciens est la méthode de recherche ou 
d'immitiou. 

» Hors ce cas de la solution d'un problème, ïamUyse 
n*a point de vérité nouvelle A découvrir , et pour cet 
objet c*est la synthèse seule qui constitue la méthode 
d*invention par laquelle on forme et Ton accroît une 
science. » 

Après quelques considérations sur les ouvrages des 
Anciens et leurs méthodes particulières , M. Chash^s 
arrive aux temps modernes et à la découverte de 
l'algèbre : 



( 1 ) Voir ce que nous disons plus haut y page 104. 



i 
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« Ce M Viète qui créa cette acience des symboles et 
apprit à les soumettre à toutes les opérations que Ton 
était accoutumé d'exécuter sur des nombres. C'est cette 

idée féconde qui a fait de l'algèbre un instrument uni- 
versel des ma thématiques. Viète avait appelé cette 
science, qu'il créait, logistique spécieuse, ou calcul des 
symboles (species), par opposition à la logistique numé' 
Tique , et il la regardait comme Tintroduction à Xart 
aiMlyUque des Anciens» c'est^Mire à Tart de résoudre 
les problèmes, nuUum fum problma itdvere. En effet, 
elle facilitait merveilleusement la mise en pratique de 
la méthode analytique de Platon , puisqu'elle permettait 
de faire indistinctement , sur les quantités connues et 
inconnues , les mêmes opérations arithmétiques , et 
d'mtroduire toutes ces quantités, au même titre, dans 
les équations et dans le raisonnement. 

» Mais , par cette raison que cette algèbre ou logis- 
tique spécieuse devenait Tinstrument propre à la marche 
anali/tique , les géomètres ont fini par l'appeler elle- 
même analyse. Voilà comment ce terme anaïffse a 
changé de sens , et signilie aujouid'liui l'emploi du 
cnJcul algébrujut 

» Par une conséquence naturelle, et sans avoir égard 
à la distinction des deux méthodes observées par les 
Grecs , on a appelé exclusivement Sfinthèse la géométrie 
cultivée à la manière des Anciens, parce qu'on y raisonne 
directement sur les propriétés des flgures » sans faire 
usage des notations et des transformations algébriques. 

» Cependant, le terme analyse s'emploie encore, en 
mathéiuatiques, dans un autre sens, qui, tout en se 
rattachant, comme VAnalijse de Viète, à la sigijilication 
primitive de ce mot, est précisément l'opposé de cette 
analyse moderne ou logistique spécieuse. Je veux parler 
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de raccepiioi) commune , savoir que ïamlyêe est U 
résolution ou déeompositm d'une chose en ses parties 
élémeiitairei al oonstiluiives; opératiop qui implique 
un examen attonlif de la obose considérée en elle-même 
et de toutes ses propriétés ( 1 ). 

» Prise dans cette acception , Yanalyse unie à la 
nyntliése, forme la niélliûdo de recherche et d'inven- 
tion dans loules les luaiiches des connaissances hu- 
maines, en mathématiques comme dans les sciences 
physiques et philosophiques. 

» Tel est le sens que Mt Poinsol , dont les pensées 
sont toujours d'une justesse et d'une luoiditô parfaite, 
attache au mot amUyu en mathématiques. Après avoir 
dit que c'est i m pr(jp rement qu*on appelle anafyte la 
méthode de pur calcul, eu célèbre géomètre ajoute; 
« La vraie analyse est dans rcxamen aLteatif du |)ro- 
» blême à résoudre, cl dans ces premiers raisoiuieuients 
» qu'on îait pour le mettre en équations. Transformer 
XI ensuite ces équations , c'est-à-dire , les combiner 
» ensemble* ou en poser d'autres évidentes que Ton 



( 1 ) C'est 4ane ratteotion que l'on fait A ce quil y a de coiiiiu dans 

la question que Ton veut n^soudre, que courte principalement 
l'analyse, tout l'art étant de tirer de cet examnn bpaiicoup de véritég 
qui nous puissent mener à h connaissance de ce que nous cliPi r 
chons. i AuxAi LT) , LoijUiue de Porl-Hoyal). ( Note de itf. Chasict.) 

C'est auBëi {'analyse telle que l'entendait Gondillac. 

Pascai. [Réflexions sur la géontéirie en général ] , après ayoîr dit que 
« on peut avoir troia principaux objets dans rétude de la vérité : 
l'un de la déoou vHr quand on la elieÎNsbe; l'autre, de la démontrer, 
quand on la possède ; le dernier de la discerner avec le ù^ux quand 
on l'examiiip, .« (trois opérations, qui, «i définitive, n'en font qu'une) 
ajoTite : !,a ^'ooni»'tri(> , (ini excollp en f os trois fjonres . n expliqué 
l art de découvrir des vérités inconnues; et c'est ce qu'elle appelle 
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1» colubind me elles, n est au fond que de la »ynthèêe; 
» à moins qu6 ridée de chaque transformation ne nous 
» soit donnée par quelque vue de Tesprît, ou quelque 
» nouveau raisonnement, ce qui nous fait rentrer dans 

» la véritable analyse. Hors de celte voie lumineuse , il 
» n'y a donc plus d'analyse^ mais une obscure synthèse 
» de formules al{?é!>nques que l'on pose , pour ainsi 
» dire. Tune sur Taulre, et sans trop pr(ivoir ce que 
» pourra donner cette combinaison. Voilà les idées 
» nettes qu'il faut attacher aux mots : et c'est au fond 
» ce que tout le monde parait sentir, puisqu'on dit très» 
» bien une heurew transformation t 6( qu'on ne dit 
» point un heureux raisonnement ni une heumuie 
» analyse (i). » 

» Celte méthode analytique est celle que prescrit 
Descartes dans plusieurs passaj^es de ses œuvres ; 
comme quand il dit : « Il faut ramnor graduellemeut 



[\) Voir Théorie nouvelle de la rotation des corps, page 121. 
On lit encore ihins cet ouvrage si remarquable : 

« Ce n'est donc pas dans le calcul que réside cet art qui nou^ fait 
» découvrir ; miUs dans cette ooiii{il6i«tiiNi attanUve des ehosss , où 

• rssprU cherche avant toiit à s'en fiiire une Idée, en essayant, par 
» l'analyse ^proprement éUey de les déeomposer en d'autres plus 

• simples , afin de les revoir ensuite comme si elles étaient fbnnées 
■ par la réunion de c^ choses simples dont il a une pleine connais- 
» sance Ce n'est pas que les cho$ieR soient composées de cette 
» manière, maïs c'est notre seule manière de les voir, de nous en 

• faire une idée, et partant, de les connaître. Ainsi notre vraie mé- 

> thode n'est que cet heureux mélange de Vanalyse et de la synthèse t 
9 où le esleul n*est employé que comme un Inetroment. Instrument 

> précieux et nécessaire sans doute, pense qu'il assure et facilite 
a notre roardie; mais qui n*a par lui-même aucune vertu propre; 

• qui ne dirige point Tesprit, mais que Fesprit doit diriger comme 
» tout autre instrument. » (Page 78. ) 

idiote de M. Çhaste^.j 
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les propositions emhatrassées et obscures à de plus 
nmpleSt et ensuite partir de l'intuition de ce» dernières 
pour arriver^ par les mêmes degrés, à la connaissance 
des autres (i). » 

» Dans les ouvrages des Anciens, en général , les 
théorèmes sont parfaitement distincts , et l'énoncé de 
chacun précède sa démonstration , de sorte qu'il reste 
peu de traces de la marche d'invention que l'auteur a 
suivie dans la recherche et la dôcoaverfce de ses propo- 
sitions; les ûls «loi, primitivement, ont uni ces dif- 
férentes propositions , dans leur ordre naturel de 
déduction , sont rompus. C'est ainsi que sont composés 
les ouvrages d*Euclide, d'Ârchimède , d'Apollonius, et , 
chez les Modernes , le giand ouvrage des Principes de 
Newton. Parcelle raison, on a pensé parfois que ce 
mode d'exposition était plus conforme à l'esprit de la 
nwtiiode synthétique , qu'il la constituait même ; et 
l'on a conclu réciproquement, qu'un ouvrage où les 
propositions sont exposées suivant l'ordre des déduc- 
tions rationnelles qui y ont conduit Fauteur, n*est pas 
eynUiétiquef mais bien awUytique, 

» On peut dire que Touvrage est analytique, en 
donnant à ce mot sa signification commune; mais il est 
essentiellement ayiUlwlique aussi, puisque c'est par la 
conibiuaison de propositions déjà connues qu'on arrive 
successivement à des propositions nouvelles. 

» L'équivoque qui peut résulter de ces acceptions 
diverses des termes Sijnthèse et analitSe^ en mathé- 
matiques, cause souvent de l'embarras et de robscurité 
dans le langage. Il est à regretter que Teicpression de 



( i ) Régla pmr ta dû'ectim d9 Vesprit. Règle cinquième. 
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logistique , employée si convenablement par Vièle , et 

longtemps après lui , n*aît pas été conser>'ée. 

» II ncsi iiullouiciil besoin du dire qu'il ne l'auL pas 
coul'ondre Vanal'/se géoniéii ique des Anciens avec la 
Géométrie anali/tiquc des Modei iu's, la iiremière est 
précisément ce que ioa appelle aujourd'hui synthèse ^ 
par opposition à la Géométrie analj/tique. » 

Ces pages montrent à Févidence le défaut de précision 
qui règne dans cette partie do la philosophie des 
mathématiques. Quand y a-t-il analysef quand y a-t-il 
syntfièsef Pourquoi la géométrie des anciens est-elle 
appelée sinilliétiqitc, et celle de Descartes analytique? 
L'une n'(Mti|)luie-t-elle que la sifntlu'se, l'îiiilrc que ïana- 
ly.se/ Kst-ce par ï analyse ou par la synthèse qu'on 
résout les problèmes et que l'on dêmoulj'c les théo- 
rèmes? Il y a du vague et de l'indétermination dans la 
signification et remploi de ces termes, de môme que 
dans la théorie psychologique. Nous allons essayer 
de les fixer, et, par notre distinction entre analyse et 
synthèse d'un côté , méthode analytique et méthode 
sijnlhétique de l'autre, nous pourrons conserver en 
L^éiitTal k's d»'iioiniMatiuus que l'on a données aux 
diverses méthodes en géométrie , l(»ut en restant iidclc 
au sens de ces mots dans la philosophie Kantienne, 
et nous rapprochant, pour le fond, de la pensée de 
M. Poinsot. 

H y a Sf^-nthèse chaque fois qu'on chei*che une for- 
mule, une relation, une équation; chaque lois qu*on 

attribue une «jualilé à un sujul en ipii on ne VftyaiL pas 
d'aijord cette qualité; chaque lois qu'on augnieutc la 
somme de ses connaissances. 

il y a anahjsey sitôt que, celle vérité trouvée, pos- 
sédée, on la démontre, c'est-à-dire qu'on lait voir ses 



rapports avec d*aa(res véHtés déjà connues , quand ou 

augmente la ccrliludc de ses connaissances. 

Il y a méthode s^:nthéliqne quand on opère comme 
si Ton cherchait une relation, que cette relation soit 
connue ou non. 

La métiwdô est analytique^ chaque fois qu'on opère 
comme pour la dômonstration d*une vérité, c'est-à-dire 
\ capérimentalement, que ce soit une vérité connue ou 
inconnue* 

^ Au (bnd, il n'y a pas de différence entre Vamh/se et 
;* 'la s •jnthêse : on ne possède une vérité, on n'a une 
' somme de connaissances plus grande que si Ton est 
• certain de la vérité de ces connaissances; l'acquisition 
de cette certitude même est une atjnthèse. Mais nous 
sommes ainsi faits que nous considérons tous nos pro- 
cédés sous deux faces qui nous paraissent opposérâ et 
qui , en réalité , sont identiques. En général , si Ton 
creuse ce qui est au fond de Xanal'jse on y trouvera une 
synthèse, et réciproquement. 

Enonçons d'abord les résultats fondamentaux de nos 
distiiJcLions : La solution d'un problême, ayant pour 
résultat de nous faire acquérir une vérité de plus, «st 
toujours une synthèse; 

La démoMtratim d'un théorème ^ ne faisant (lu*aug- 
menter la certitude de ma connaissance, est une 
anaiyse. 

Ainsi , il y aura êynlkèM quand , recherchant quelle 

est la somme des trois angles d'un triangle, je trouve 
qu'elle est de deux droits; il y aura analyse, lorsque 
possédant déjà ce résultat, j'essaie de le démontrer. 
Mais, d'un côté, la position du problème, impliquant la 
connaissance de cette vérité-ci , à savoir, qu'il y a une 
vérité à trouver, est une èynihèâe, comme c'est une 
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s^thèêe aussi que de soupçotfnct% quand te thêwéme 
est posé, qu'il y en a une démonslratiou possible; et 
d'un autre côté, le problème étant au fond l'énoncé 
d'une dilHculté qu on a ramenée à son expression la 
plus simple et la plus claire, est le produit d'uue 
analt/se, au même litre que l'énoncé du théorème. 
En d'autres termes , en tant que Je considèi*d l'énoncé 
du problème ou du théorèmè comme le rémûiAi 
(tutt probïêmê antérieur^ cet énoncé est une s:;nUièâë i 
en tant, au contraire, que je le considère comme étant 
la dernière expression, la transformation lu plus claire 
é^nne proposition (Ultérieure y c'est une nnalifse. 

Jusqu'ici, comme on le voit, nous restons lidèlc au 
sens que nous avons attribué à ces termes ; nous airond 
montré régressivement comment la synthèse était toU> 
jours le résultat d'une aniUt/se antérieure, etr(mal//«e 
le résultat d'une Sf/nihèse précédente. Nous arrivons 
maintenant à nôtre distinction entre méikodé analytique 
et méthode synthétique et c'est ici que nous allons nous 
reneontrer complètement avec l'illustre géomètre dont 
M. Gliasies citait les paroles. 

Quelquefois, pour la solution d'un problème ou la 
démonstration d'un théorème, on procède par li^tonne* 
ment, on essaie d'un moyen, puis d'un autre, jusqu'à 
ce qu'on en rencontre un qui conduise au but. C'est 
ce qui alieu, la plupart du temps, pour les problèmes 
d'arithmétirpie, de géométrie synthétique (1). D'Un 
côté, on combine diversement les données; de l'autre. 



( 1 ) TéLles sont à peu près les méthodes diverses pour déterminer 
les tscines réelles d'une équaUon d'un degré supérieur, ou tiottr dé* 
terminer TorUite parabolique des comètes. 



on fait différentes constructions; et dès qu'on a atteint 
le but, on se montre satisfait. Or, en tant que cette 
méthode est empl os ce dans sa pureté (et elle ne Test 
jamais), nous la nommons s>jntliétique ; quelquefois, 

au cuiiLrairL , pour la démonstration d'un théortime el 
pour la solution d'un problème, on se cunlcnte de 
traduire en construction ou en calcul , sur le résultat 
connu ou supposé connu , le problème ou le théorème. 
Ën tant que celte méthode donne immédiatement l'évi- 
dence ou la vérité inconnue, nous la nommons analy- 
tique. De là , deux conclusions générales : 

Dans les géométries ordinaires (celles d'Ëuclide et 
de Legendre), on a employé principalement la méthode 
iffUthétiquc. En algèbre, et en géométrie analytique, 
Oii emploie plus souvent la méthode anah/tique. 

Mais en tant que, dans la mét^wde injntliétique ^ je 
prévois les conséquences d'une construction ou d'une 
certaine combinaison des données, il y a fuethode 
analytique ; comme d'un autre côté , dans la méthode 
analytique, en tant que je tâtonne, que j'essaie diffé- 
rents moyens de mettre le problème en équations, 
j'emploie la méUiode ■synthétique. En d'autres termes, 
si les niovens elioisis l'oiiL été avec conseicnee du but 
à aUeindre el de leur puissanee pour nous conduire à 
à ce but, il y a méthode analytique; si, au contraire, 
leur choix est de pur hasard ou de pur instinct, il y a 
méthode synthéUque* 

Appliquons cette distinction toi^ours au même 
exemple : 

ProMème : A quoi est égale la somme des trois angles 

d'un triangle? 

Thi oi'i me : La sonnne des trois angles d'uu triangle 
C6t égale ù deux droits. 
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Si , pour la soluUon de l'un et la démonstration de 
l'autre , j'emploie la méthode de vérification, la méthode 

qui remonte du but à atteindre , c'est-à-dire la somme 
des trois auglcs du triangle, à une vérité conoue, à 
savoir ; Que les angles autour d'un même point d'une 
droite et du même côté de ceile-ci font deux droits; 
si, en un mot, je place les trois angles à côté Tua 
de Fautre , et que je trouve le résultat cherché (pro- 
blème) ou que je voie la vérité énoncée (théorème), 
ma mêihode aura été analytique. 

Que j'essaie au contraire , différentes constructions » 
que je lire, par exemple, une parallèle à l'un des côtés, 
ou que je calcule la somme des angles extérieurs, et 
cela sans me rendre compte de l'efiicacité de ces moyens 
(ce qui , en réalité, n a jamais Heu), j'use de la métiiode 
synthétique dans la solution du problème, comme dans 
la démonstration du théorème. 

Hais ici nous devons faire une remarque analogue 
à celle que nous avons faite à propos de Yanaîyae et de 
la synthèse ; c'est qu'aucune de ces deux méthodes ne 
s'emploie à rexckision de l'autre, et qu'à chaque pas de 
nos raisonnements, elles se mêlent et s'entrecroisent. 

Il est bon , croyons-nous , que nous appliquions ces 
distinctions à un exemple pris dans une autre branche 
des mathématiques. 

Problème* J'ai des noix dans Tune et l'autre poche ; 
dans la première , j'en ai deux fois autant que dans la 
seconde; maïs si j'en Ole une de celle-là pour la mettre 
dans celle-ci, il y en aura autant des deux paris. — Je 
veux ici obtenir une vérité, une formule, une équation , 
à savoir : le nomh'e des noix dans une poche est quatre, 
et dans l'autre, deux. J'augmente la somme de mes 
connaissances, j'opère une synthèee, 

a 
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Mais je possède <;eUe vérité, et je k vérifie : je vois 

qu'en effet, 4 est le double de 2, et que si j'ôlc lai 
\njuv rajouter à i2, les deux résultats sont égaux Ma 
counaissance est donc certaine ; jie possède une con- 
naissance vraie ; j'ai opéré une analyse ; j'ai rattaché 
cette vérité à d'autres vérités déjà connues, et qui 
sont : que 2 est la moitié de 4; que 2 4- i «r 3; que 
4 ^ 1 » 3 et que 3 3; je Tai envia^ée oomrae 
impliquée dans ces dernières, et je Ten fais sortir. 

Supposons maintenant que vous vouliez résoudre le 
problème. J'ai dit : si vous opérez comme si vous aviez 
la vérité, coniriu si vims vouliez la vérifier, vous 
employez la niéllioiic analytique ; c'csl le procédé algé- 
brique : soit X les noix de Tune des poches ; 1 autre en 
a le double ^x; i^ontez i à a; et ôtez 1 de , vous 
avez d'une part x + i , et de l'autre S^; — 1 , et les 
deux résultats sont égaux : de là Téquation x^i — 
2« — 1 ; d*oti je tire : a; » 2; et Sx 4. Cette méthode 
m'a conduit à la connaissance de ces deux dernières 
vérités ; elle est d'inveutioa aussi, comme M. Chaslcs le 
soulient avec raison , si ce n'est <ju'au lieu du terme de 
métliode analytique, il emploie celui d'analyse. 

Mais essayez de résoudre k problème par l'arith- 
métique : dès l'abord, vous vous trouvez embarrassé , 
vous ne savez comment vous y prendre, vous êtes 
tenté d'essayer différents nombres pour voir s'ils ne 
satisfont pas à la question ; vous tâtonnez , en un 
mot; c'est le propre de la méthode synthétique. Ainsi, 
vous remarquez que , puisqu'il y a autant de noix 
après qu'on en a ôté 1 de la première poche pour la 
mettre dans la seconde , il y en avait 2 de plus 
dans celle-là que dans celle-ci; et comme il y avait 
le double , il faut que ce même nombre â serve à corn* 
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pléter le double; j'en avais donc S dans une poche et 
4 dans l'autre. 

Or, quelle opération de Fesprit a présidéà la découverte 
de ce procGdé?Vous avez examiné la question; vous vous 
êtes rendu compte du but que vous vouliez atteindre , 
et des moyens qui étaient à votre disposition , et vous 
n'avez pas combiné ces moyens sans une certaine cons- 
cience du point où ils devaient vous conduire; vous 
avez en réalité fait une analyse plus ou moins obscure, 
plus ou moins instinctive; d'autant plus instinctive que 
vous êtes moins homme, moins exercé, plus enfant. 
L'enfant — et c'est une rcmarqne qu'on peut faire 
tous leî5 jours — coiiibine les nombres , les données 
du problème à tout hasard; il additionne, il soustrait, 
ii multiplie, ii divise, voit si le résultat obtenu est satis- 
faisant, et, ce dernier point obtenu, il est content; il 
emploie la méthode tynÛUtiqttô dans sa pureté presque 
entière. L'élève plus avancé, au contraire, la fait pré- 
céder d'une première analyse. 

En algèbre, la mise en équation elle-même est pré» 
cédée d'une synthèse, d'un tâtonnement, pour fixer la 
véritable inconnue, ou rinconmie la plus lavoralilc; 
l'exemple choisi est trop simple pour que ce pliénomène 
psychologique s'y fasse jour ; mais nous en appelerons à , 
la mémoire d'écolier de ceux qui nous liront , et nous 
leur demanderons, s'ils arrivaient d'emblée à la mise 
en équation du problème, s'il n'y avait pas une espèce 
d'hésitation qui précédât l'emploi rigoureux de la 
méthode analytique (1 ). 



( 1 ) Nous pouvons dire la même chose de ce qui se fait en géomé- 
trie aual^k lique, et retrouver dans les procédés qu'on y emploie, 
dont la forme e^éiale est pourtant analytique, toutes les nuances 
que nous vmons de agnaler. Ainsi, quand je (Perche Téquation de 
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BÊOLKS BBTHÉTIQCES FOim l'ÉKOKCÊ DES TaÉOnàXEB. 

Les règles que nous allons déduire déeoulent des 
principes trouvés précédemment; elles ne sont pas 
absolues , mais subordonnées au goiit et aux conve- 
nances , ainsi qu'au but qu'un a eu vue. C'est [)Oui'(iiiui 
nous les avons uoinniécs esflicdques. 

Première régie : de l éléyance. — Nous procéderons 
par exemples , Tesprit les saisissant mieux qu uu pré- 
cepte général. 

Théorème, L*angle dont le sommet est en dehors de 
la circonférence a pour mesure la demi-différence des 
arcs compris entre ses côtés. 

Au premier abord on ne voit pas bien le moyen do 
démontrer expérimentalement ce théorème. Mais qu'on 
l'énonce de la nianièrc suivante : 

L'angle dont le sommet est en deiiors de la circoiilo- 
renco est égal à la diifcreuce des angles qui auraient 



]a tacgenta , ou celle des asymptotes d'une courbe , j'opère uno 
9urUMse;l» résous le problème suivant : par m potni inenerme taji" 
gerUê à vne courbe donnée. 

Si je psrs de l'équation de la tangente ou de Tasymi^ote, et que je 
démoDtre que cette équation représente une tangente ou une asymp- 

tote ; si je démontre, inu> exemple, que :y --ff ^ jj^{x ^a?)y9!Bt 

réquation de la tangente à une courl)o au point u' , y' ; ce qui est 
proprement un théorème , je ikis une anuiyie. 
. Mais, si je le démontre expérimostalemoit, par vérification, en ad' 
mettant la formule comme vraie, et non en partant des propriétés 
de la tangente . j'emploie la méthode analylùjve. 

Si, au contraire, je dis : réquation clierchéc de la tangente aura 
cette forme ;y'—y'=a[x—x*)^et que je détermine ce coefficient 

A, que je trouverai être égal à j'aurai employé la indl/to<fe<y«^ 
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leurs sommets sur la circonférence , et dont les côtés 

passeraient par les extrémités des arcs interceptés. 

Aloi s , la preuve est facile , en tirant une diagonale 
entre les points d'intersection des côtés avec la 
circonférence. 

De là cette règle : L'énoncé des tiiéorèmes doit, autant 
quepauUfle, amener la pmm expérimentale, A ce point 
de vue, le second énoncé est préférable au premier. 
Le suivant est encore plus simple : 

L'angle extérieur à la circonférence est égal à Tangle 
qui a son souiniel .^ui' la circonférence, et. qui comprend 
entre ses cotés la difl'érence des arcs interceptés par 
les côtés du premier — énoncé qui conduit à la cons- 
truction d'une parallèle à l'un des côtés. 

Et quel est au fond le sens de nos corrections? Nous 
avons supprimé un saltus dans les énoncés des théo- 
rèmes. En effet , dans la théorie , on passe des angles 
an centre , aux angles à la circonférence , puis aux 
iiii^dcs en dehors de ceile-ci, soit intérieurs, soit 
extérieurs ; les premiers servent de types; on ramène 
les seconds aux premiers ; il faut ramener les troi- 
sièmes aux seconds» et dans Je corollaire seulement 
les ramener aux premiers : rangle à la circonférence 
est égal à la moitié de rangle m centre qui intercepte 
le même arc ; l'angle en dehors de la circonférence est 
égal à la somme ou à la différence des angles à la 
circonférence qui interceptent les mêmes arcs ; donc, 
comme corollaire , les angles en dehors de la circon- 
férence ont pour mesure la moitié de la somme ou 
de la différence des angles au centre mesurés par les 
arcs interceptés. 

Mais l'emploi de cette règle n'est pas toujours pos- 
sible , comme le prouve la proposition suivante : 
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Théorème. Dans un cercle , les cordes se coupent en 
parties inversement proportionnelles. 

Ici la preuve directement expérimentale ne serait 
applicable qne si l'on mettait l'énoncé sous cette forme: 

Quand deux cordes se coupent dans un cercle, si l'on 
joint les extrémités o[)[jusées des cordes, on forme deux 
trinn^lf s semblables où les côtés homoiogucs sont les 
deux segments de la même corde — puis viendrait 
comme corollaire le théorème ordinaire. 

Cet énoncé comble le saltns ; mais il est de beaucoup 
inférieur au précédent en concision, en clarté, en 
iUganee, suivant Texpression consacrée; de plus, la 
proposition importante, la seule utile, est mise en 
corollaire, défaut que l'on doit éviter. On obvierait en 
partie à cet inconvénient par uu corollaire tel que le 
suivant placé en ordre utile : Quand il est nécessaire 
d'établir l'existence d'une proportion entre lignes 
droites, il suffît d'établir la possibilité de construire des 
triangles semblables avec ces lignes ; et inversement (1). 

Deuxièm règle : des lignes auxiUairee. — Gomme 
les figures se suivent dans un ordre déterminé, il ne 
peut être permis de faire usage pour la démonstration 



< 1 ) Nous poorriom encore critiquer d'autres énoncés incomplets, 
et qui par cela même ne laissent pas deviner les moyens de dé- 
monstration. Le théorème de Pythagore est dans ce cas: et pourtant 
il serait bon, dans l'énoncé môme, d'appeler l'attention sur toute la 
portée de ce théorème, dont la seconde partie est pr^que aussi belle 
qae la immière. Void cet énonoè complet : 

Dans tout triangle rectani^e, le carré conatrait but Phypottouse, 
est égal à la eomme des cairés ccnitiniita sur les deux antres efttés; 
de plus, la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur 
l'hypoténuse, étant prolongée, divise Ifi jjremier carré en deux r(»c- 
tangles respectivement équïTaleots aux carrés coostruita sur les 
côtés de rangie droit. 
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d'un théorème sur une figure donnée, que des figures 
qui précèdent : une proposition sur la droite ne doit 
pas se démontrer au moyen des polygones ; pas plus 
qu'une propriété des triangles au moyen du cercle; ou 

une proposition sur les parallèles au moyen des triangles . 
La plupart des géométries, ainsi que le travail de 
M. Ueberweg, louibenl sous cette critique. Par la même 
raison, on doit éviter les lignes auxiliaires; en effet, 
tracer des lignes auxiliaires dans une figure, c'est 
employer à ia démonstration une figure plus com- 
pliquée, et par conséquent postérieure. Elles ;ne sont 
permises, au point de vue esthétique, que si elles 
servent à mettre en évidence les données comprises 
dans réaoucé du problème ou du théorème, comme 
dans la démonstration des trois anp^les du triangle (i). 
Nous reviendrons, du reste, sur ces points, quand nous 
parlerons des procédés généraux de la démonstration. 

Troisième règle: 4^ la longueur des dénmstratûms, — 
La démonstration doit être courte , et consister, autant 
que possible , dans la construction seule du théorème. 
« De grandes difficultés ou de grandes complications 
dans la solution d*une question , dit M. Brasseur (2), 
sont, presque lonjours, la preuve que cette question 
n'est pas du domaine de la science par laquelle on a 
cherché à la résoudre; » et l'on pourrait ajouter : que 
cette preuve ne dépend pas des principes auxquels on 
veut la rattacher. C'est un reproche que la logique 
de Port-Royal fait aux géomètres d^avoir plus de soin 



( 1 ) Nous en donnooe, au livre III, une démonstration sans le se- 
cours de lignes auxiliaires. 

(2 ) Mémoire sur une nouvelle méthode ^appUccdwn de la Géométriê 
descriptive à la recherclu- des propriétés deVMenibie. Extrait du tome 
XXIX des Mômoireâ de rAcadùmie royale de Belgique. 



de la certitude que de V évidence, et de convaincre l'esprit 
que de l'éclairer ^ ainsi que de tirer leurs démonstratùm 
par des voies trop éhignées : « Us ne se mettent pas en 
peine d'où les preuves qu'ils apportent soient prises, 
pourvu qu'elles soient convaineantes. Et cependant ce 
n'est que prouver les choses très-imparfaitement , que 
de les prouver par des voies étrangères , d'où elles ne 
dépendent point selon leur nalui e. » 

On peut dire, en général, qu'il y a toujours possibî- 
/' lité , sinon actuelle , du moins absolue , de donner de 
! ces démonstrations intuitives : c'est en cela que con* 
[ siste le progrès de la science. Si les méthodes ne se 
simplifiaient pas de manière à permettre de voir d'un 
seul coup-d*œil un vaste ensemble de faits, l'esprit 
humain ne suffirait bientôt pins k la connaissance des 
faits acquis, el il cesserait d'aviiucer. C'tiSl, du reste, ce 
que prouve à l'évidence l'histoire même de la î^éoniétrie. 
Si l'on ne possédait que les niethodes anciennes pour 
établir ces théorèmes de lu géométrie supérieure dont 
Desargues et Pascal furent les premiers inventeurs , 
que d'études pour en découvrir ou en démontrer un 
petit nombre ! Les ouvrages de MM« Steiner» Ghasles , 
Plficker , ont singulièrement simplifié cette tâche, et 
en dernier lieu, M. Brasseur a rendu à la géométrie 
supérieure un service signalé, en nionlrant, par la 
géométrie descriptive, l'essence de ces propriétés si 
remarquables , essence dont le rapport anliarmonique 
n'est que la traduction sèche et morte. 

Nous rappelons encore une fois que c'est un 
idéal que nous construisons Ici , un type qui serve à 
juger des géométries passées, présentes et futures. 
Nous ne prétendons donc pas être nous^même à l'abri 
de ces critiques, Linné ayant ébauché le tableau ù'mi 
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ordre naturel des plantes, avait dressé la liste des 
genres qu'il ne pouvait classer : Celui qui rangera ces 
genres d'un siège incertain à leur véritable place, 
écrivait-il , celui-là sera pour moi un grand Apollon. 
Tous les savants devraient prendre Linné pour modèle. 

i 8. — OtlTÉRimt DB LA VÉRITÉ ABSOLUE D*UN TBâOBÈIfC. 

« On voit immédiatement, dit H. Lamarle (i) en 
parlant de la ligne équidîstante d*une droite , que cette 
ligne est symétrique par rapport à toute perpendicu- 
laire élevée sur la dernière ; qu elle a, comme la droite, 
la propriété de glisser sur elle-même sans sortir du 
lieu qu'elle occupe; que deux parties quelconques 
égales en longueur, sontsuperposables, etc. » Pourquoi 
M. Lamarle, qui voulait arriver à établir que cette ligne 
est une droite, ne tirait-il pas cette conclusion de ce 
qu'elle jouissait des propriétés de la droite? C'est qu'il 
n'avait pas été prouvé que ces propriétés apparlinssciU 
exclusivement à la droite; et, en elfet, les propriétés 
citées lui sont communes avec la circonférence. Pour 
qu'une propriété caractérise une ûgure, il faut que 
l'inverse des théorèmes soit vrai. 

T oute définitU m génétique est mvemble. Aussi quand - 
je décris une figure en donnant son mode de géné- 
ration B, et que j'appelle cette figure A, j*ai aussi bien 
le droit de dire jB est A, que A B ; aussi bien : le 
cercle est une ligne dont tous les points sont à égale 
distance d'un point fixe , que : une ligne dont tous les 
points sont a égale distance d'un point fixe est un cercle 
— cei'cle n'est qu'un nom donné à une chose. Mais Je 

(1 ) Démonslralion du jmtiUattm «ffucfitfe, Bulletins de l'Académie 
royale de Belgique, 1856. 
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cercle éi&ni connu, étant, non plus un nom, mais une 
chose , je ne puis plus dire eu déûnition : le cercle est 
une figure où les cordes se coupent en parties inversement 
preporiionneUes; \e sujet de cette proposition n*e8t plus 
un nom conventionnel , c*est une notion à moi bien 
connue. Pour avoir ce droit, je devrai commencer par 
démon Lier qu'il n'y a que le cercle où les cordes se 
coupent en pnrlics inversement proportionnelles; nia 
nouvelle déliiuliua du cercle a besoin d'être démontrée. 

Toute figure est donc susceptible d'une infinité de 
définitions, qui sont tous les énoncés des théorèmes in- 
f versUfles qui portent sur cette figure- Par conséquent» 
/ tous les théorèmes que Von peut énoncer sur une figure, 
\ sont autant de modes de génération de cette figure. Si le 
théorème n'est pas inversible, il porte, non sur la 
figure qui en fait le sujet, niais sur une ligure plus 
génér.ile. C'est ainsi que je puis dire : 

Un ti'iangle est rectangle quand le carré d'un des côtés 
est égal à la somme des carrés des deux autres ; quand 
le cercle circonscrit a pour diamètre l'un des côtés ; 
quand la droite qui joint Tun des sommets au milieu 
du côté opposé est égale à la moitié de ce côté ; quand 
l'une des hauteurs divise le triangle en deux triangles 
semblables au grand ; quand les carrés des côtés sont 
proportionnels aux segments adjacents, etc., etc. Ce 
sont là autant de définitions du triani^le reclanffh. — ■ 
Mais pour avoir démontré que les angles extérieurs d'un 
triangle font quatre droits , je n*ai pas le droit de con- 
clure que toute figure où les angles extérieurs font 
quatre droits, est un triangle; car cette propriété 
appartient à tout polygone plan rectiligne. 

Be même, le cerels est une figure oti la tangente est 
perpendiculaire au rayon qui passe par le point de 
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contact; où la corde est divisée ea deux parties égales 
par le rayon perpendiculaire; où les arcs sont propor- 
tionnels aux angles au centre , etc. , etc. — Mais dirai- 
je que le cercle est une figure qn*une droite passant par 

un certain point peut toujours diviser en deux parties 
égales? Non, car cette propriété appartient aussi à tout 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés. 

Nous avons ainsi trouvé une réponse à ces deux 
questions : Que! est le but de tout problème? Que dé- 
montre un théorème? M. Comte avait déjà fait remar- 
quer de quelle importance il était de trouver d*autres 
modes de génération des figures : par ce qui précède, 
nous établissons que la géoodétrie n*a pas d'autre but, 
d'autre résultat. 

Ce paragraphe acquerra une plus grande importance 
quand nous montrerons que c'est pour ne pas avoir fait 
attention à la différence qu'il y a entre la définition , 
qui est toujours inversible, et le théorème, qui n'est 
inversible qu'après une démonstration , qu*on a eu be- 
soin d'admettre implicitement ou explicitement comme 
évidents , sous le nom de poêtulats, un grand nombre 
de théorèmes. 
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CHAPITRE IL 

DES HYPOTHÈSES FONDAMENTALES OU DES POSTULATS 

DE LA GÉOMÉTRIE. 

Poar raisonner, il faut des prémisses ;'et l'idée de la 
science emporte que ces prémisses soient regardées 
comme vraies. Pour qui poserait en principe l'immobi- 
lité des choses , il ne peut y avoir de science du chan- 
gement, à moins de se mettre, comme Parménide, en 
contradiction avec soi-même. Refusez à Euclide que par 
un point on puisse mener une parailcle à une droite, et 
qu'on n'en puisse mener qu'une, il est paralysé; niez 
les formules fondamentales de Lobatschewsky , et sa 
géométrie imaginaire croule à l'instant. G*est ce que 
Mill semble dire quelque part : « on admet que deux 
lignes droites ne peuvent enfermer un espace.... qu'il 
y a des choses comme des angles.... comme des 
cercles. comme des ellipses.... » Pour Kant, ces 
prémisses — qu il nomme axiomes — sont les conditions 
de l'intuition sensible à priori; pour M. Ueberweg, 
ce sont quelques faits de l'expérience externe, qu'il 
cherche à connaître dans leur essence. Mais Ëuclide , 
Mill, Kant, ni M. Ueberweg n'ont déduit rationneUement 
ces prémisses; et de là, le vague qui s'attache à ces 
mots axiome et postulat, et la difficulté de distinguer les 
principes qui portent ces noms. 
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Nous Tavons dit en commençant ce livre, les posMUs 

ou hypothèses de la géométrie, sont les vérités pre- 
mières, regardées comme objectives, sur lesqu* lies 
s'ûdiiiela science. Quelles suut ces vérités? Ce i^uiil les 
qualités fondamentales de l'objet de cette science, les faits 
simples quil implique. L'arithmétique admet les idées et 
les propriétés de Tunité et de la pluralité ; la mécanique 
celles du mouvement» de la force, de la masse; Ja 
géométrie,celIes de Fespaccdelaforme etdelagrandetir. 

Mais ne demandez pas à rarithmétique d*où naissent 
les idées d'unité et de pluralité, ce que c'est que l'unité 
pure ou la pluralité pure ; si ces idées peuvent ou ne 
peuvent pas subsister sriilcs ; si elles ne renferment 
pas une contradiction intime ; sur tous ces points , 
l'arithmétique n'a pas à vous répondre. Ne demandez 
pas à la mécanique de vous dire ce que c*est que le 
mouvement, et de résoudre les ai^ments apportés par 
Zenon, d'Achille et de la tortue, de la flèche, de la règle, 
de la division à Tinfini de l'espace ; ce n'est pas là son 
objet : il lui est interdit de se défendre elle-même sans 
cesser d'être méeaniquo. Ne demandez pas à la géo- 
métrie d'établir que toute ligure a une grandeur et une 
forme, que l'espace a trois dimensions; elle empiéterait 
sur un terrain qui ne lui appartient pas. « En tant que 
la géométrie, dit Hegel (1) , n'est pas une science phi- 
losophique, et qu'elle accepte comme son objet Tespace 
avec ses déterminations générales , on ne doit pas 
exiger d'elle qu'elle démontre la nécessité des trois 
dimensions. » (2). 



( l ) PbUosi^hââ dé la Nalure. Uècanique , espace. 
(2) « On trouvera peut<^txe étrange, disait Pascal (Béflexims 
wr la tiomitrU en fénM)t que la géométrie ne puisse dé> 
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La géométrie a pour objet les délermimtimu de 
Fespaee, Nous avons donc à analyser avec soin ce qui 

est contenu dans la notion de détermination ol dans la 
notion d espace; et les résultats de noire analyse seruiil 
les prémisses que nous clierciions. De h'i un premier 
paragraphe où nous parlons des qualités générales de 
la figure, la grandeur et la forme. Puis, comme l'espace 
donne lieu a deux séries de propriétés , les unes , pu- 
rement arUhméUqueê, appartenant à Tespace considéré 
comme grandeur , les autres purement géométriques^ 
appartenant à l'espace, en temps qu'il est le support 
des ii^'ures , r.ous les étudierons dans les deux para- 
grapiies suivants; enlin, un quatrième paragraphe sera 
consacré à la discussion des notions d'infini , de point 
et d'élémenU en géométrie. 

I I«r. — LA FienxB : ghamoeua et fcbiik. 

La notion edentitique de l'espace est, comme nous 
l'avons vu, celle d'un réceptacle homogène; c*est^-dire 
dont les parties, quelles qu'elles soient, jouissent 
des mêmes propriétés. C'est là le sens qu'on attache, 

en général, au mol Iwinogénéité; en chimie, en physi- 
que, nous disons qu'un corf)s est homogène^ quand 
toutes ses parties ne diffèrent que par la quantité; 



finir aucune des choses qu'elle a pour prinetpaux objets. Car elle ne 
peut définir ni le mouveinenl,ni les nombres, ni l'espace ; et cepen- 
dant ces trois choses sont celles qu'elle considère particulièrement, 
et selon la rechorche desquelles ello prend ces trois différents noms 
àe mécanique, d'urUhméliqxie, âe géointirie , ce dernier nom apparte- 
nant au genre et à l'espèce. » Et ailleurs : « Cette judicieuse science 
( la géométrie ) est bien éloignée de définir ces mots primitifs, espace, 
temps, momemâtU , ^foUti, mei^writé, diminiiMon, toulf et les autres 
qa» le' monde entend de soiHnème. » 
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qaand, si Ton peut s'exprimer ainsi , ia par^ est l'image 
en petit du tout (bien entendu soos le point de yoe tout 

particulier où l'oii se place, le chimiste au point de vue 
de la qualité , le jtliysicien , de in densité , par exemple). 
L'homogénéilé de resj)aee e>t une jiropriélé double, 
en ce sens qu^me portion déterminée de l'espace peut 
être prise partoni dans l'espace, et en ce que les pro- 
priétés générales de eette portion sont indépendantes 
de m grandeur — tout comme les propriétés géuérales 
du fer appartiennent à chacune de ses parties. Ainsi, 
dans un grand comme dans an petit espace, il y a le 
même nombre de dûterminalions possibles; on peut 
tirer autant de lignes dans un petit cercle que dans un 
grand cercle; et tracer sur un carré de papier grand 
comme 1 ongle , autant de ligures que sur le sable d'une 
place publique. Dire que Tespace est homogène, revient» 
au fond, à dire que rien n'a une grandeur absolue. 

De là suit que toute détermination de l'espace , que 
toute figure jouit de deux ordres de propriétés : les 
unes, indépendantes de sa grandeur, appartiennent en 
propre à sa forme, et constiLuent même l'essence de 
celle-ci ; les aulres ne dépendent que de sa grandeur , 
et lui appartiennent en commun avec toute quantité. On 
peut donc changer la grandeur sans changer la iorme , 
et la forme sans changer la grandeur. La grandeur jointe 
à la forme, c*est la jw«t'lion ou le lieu de la figure ; c*est 
la figure même. Changez la grandeur ou changez la 
forme; le lien, la position de la figure est changée; 
vous avez une autre ficîure. 

L' indépend ance récip/oque de la forme et de la grandeur, 
tel est le premier poslulat de la géométrie. Nous avons 
établi phiiosophiquemenlt eu nous basant sur 1 homogé- 
néité de l'espace, la nécessité pour notre esprit de 
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concevoir et d'admettre cette iDdépendaoce. On nous 
olijectera peut-être que nous n*en avons pas donné la 
démonstration géométrique ; on nous demandera d'ex- 
pliquer comment on peut changer la grandeur sans 
changer la ioi ine; ce qui revient à exiger de nous que 
nous donnions imnicdiatenient les moyens géométriques 
de former des ligures semblables. Nous donnerons 
ces moyens et même en général ; mais nous soutenons 
ici que nous n*y sommes pas tenus. Nous avons posé en 
fait la pottilnlité de Texistence des figures semblables, 
et pas autre chose; cette possibilité, nous la plaçons 
en lêle de la géométrie : on ne peut nous interdire 
hautement ce qu'on accorde tacitement à d'autres. 
Avant même de donner la définition do la similitude, 
M. Blanchet dit que deux figures peuvent être équiva- 
lentes , quoique Ivès-dissemblables ; Legendre , de son 
cùlc, ajoute que deux figures égales sont toujours sem- 
blables , mais que deux figures semMoHes peuvent être 
fort inégales : a-t-on demandé à ces auteurs de prouver 
ces propositions qui sont, à la forme près, identiques 
avec la nôtre? Jusqu'ici on a admis subrepticement ce 
postulat; pour nuiis, nous Je plaçons en tète des pro- 
positions fondamentales de la géométrie. 

On nous dira encore : l'expression de fottne est nou- 
velle en géométrie ; vous ne Tavez pas définie , on la 
définition que vous en donnez repose sur celle de la gran- 
deur, et, dans tous les cas, elle n*est pas géométrique. 
Sans doute , ce terme a été Jusqu'à présent proscrit ; 
mais la géométrie a eu tort de ne pas se servir du mot 
propre à la chose dont elle s'occupe ; car, comme le dit 
Czulbc , la géométrie n'étudie que la forme. Quant à la 
définition que nous en donnons, c'est la seule possible: 
la géométrie , comme géométrie , n'a pas à définir son 
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objel; pas plus que Tarithmétique u*a à déiimr la 
grandeur; ou la mécanique, le mouvement. Essayez de 
définir Tune de ces idées , et vous tomberez infaillible- 
ment dans un cercle. Vous direz , comme l'Académie : 
/// foDue, c'est la flprnre extérieure des corps; et, la fi(iurc, 
cest la forme extérieure des corps. Vous déiinirez , avec 
un grand nombre de malhémaliciens , la quantité ou 
grandeur , ce qui peut être augmenté ou diminué , sans 
songer que augmenter , c'est rendre plue grand , et que 
diminuer t cest rendre mains grand; que, pour 
augmenter, il faut ajouter une grandeur, et, pour 
dmimier, ôtcr une grandeur. Ces définitions n*en sont 
pas. Veut-on toutefois une définition métapliysiqiie de 
la grandeur ctde la forme? Nous dirions que la première 
est la substance de la ligure , que la seconde en est 
Yeseence. Ce sont les .deux mnnièrcs dont nous aperce- 
vons tout phénomène. Matériellement , je ne puis pas 
changer la grandeur des choses , et je puis en changer 
la forme ; dans le domaine des faits , la grandeur , la 
quantité est en dehors de ma puissance , la forme dé- 
pend de moi jusqu'à un certain point; dans le domaine 
idéal, !a l'orme s'impose à moi, et la grandeur esL mou 
esclave ; je la cluuigc dès (jue je change d'unité, et l'u- 
niiÙQ&larbitraire, Mais ces distinctions, qui peuvent avoir 
une certaine valeur pour les philosophes , n'ont aucune 
importance en géométrie. Le géomètre est obligé d'ac- 
cepter la forme, la grandeur et leurs propriétés, sans 
remonter à leur source, sous peme de cesser d*ètre 
géomètre et de passer dans le camp des philosophes. 

Après cotte digression, reprenons la suite de nuire 
sujet. 

Deux ligures qui ont mcmu grandeur sont dites équi- 
valentes. 
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Deux figures qui ont même forme sont dites sem- 
blables. 

Deux figures qui ont à la fois même grandeur et 
même forme sont dites égales. 

Les figures équivalentes ne diffèrent qu'en forme ; 
les figures semblables ncdiflercuL quca grandeur. 

Changer la forme, c'est défonner ou transformer (\). 

Changer la grandeur, c'est augmenter ou diminuer ; 
mais, pour exprimer qu'on change la grandeur sans 
changer la forme, nous emploierons les termes de 
majorer ou de minorer \ et en général, c*est^-dire 
quand nous ne voudrons pas désigner particulièrement 
Faction de rendre plus petit ou de celle rendre plus 
grand, nous dirons toujours majorer. 

Lagrandeur s appiécie au d'unu grandeur arbi- 

traire, regardée coinîtio absolue, cL qu'on nomme îm?7e'. 

La forme s'apprécie au moyen d'une forme arbitraire 
mais fixe, qui prend difi'érents noms selon les cas, 
et qu'on appelle tangente, cercle de courbure^ parabole 
as(nUatrice d*un ordre quelconque, plan tangent^ etc. 

Et, en général , la figure peut s*apprécier sous le 
rapport à la fois de la grandeur et de la forme au moyen 
d'une figure fixe dans l'espace, qui se nomme axes 
des coordonnées, lorsque ce sont trois droites qui par- 
tent d'un même point; plans cuordonnés , lorsque ce sont 
trois plans qui se coupent; plans de projections^ en 
géométrie descriptive, etc. Cette figure fixe, quelle 
qu'elle soit, nous la nommons axe. 

Proprement, la figure et son axe forment une fl^re 
eemposée. L'axe peut être lui-même une partie de la 



( 1 ) On dit IransfomuTt quand une forme donnée est le but de la 
défoimation. 
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figure ou la figure entière. G*est ainsi que les axes 

d'un triangle peuvent cire pris parmi ses côtés. 

Deux grandeurs qui sont dans le môme rapport avec 
leurs unités respectives, sont dites proportionnelles. 

Dans deux ligures semblables , les parties qui soùi 
dans les mêmes rapports (l)à Fégard de leur figure 
totale respective prise pour terme de comparaison, sont 
dites homologues. 

Dans deux figures égales , nous nommons simUairea 
les parties correspondantes sous le double rapport de 
la grandeur et de la forme. 

L'espace est homogène : il suit de là qu'une figure 
peut se transporter partout dans l'espace sans changer 
de propriétés ; deux figures égales sont donc , en gé- 
néral, superposables, et les parties similaires de Tune 
peuvent couvrir exactement les parties similaires de 
l'autre (2). 

L'espace est homogène : il suit de là que , dans la 

majoration t les dinerentes parties de l'espace croissent 
en proportion ; ai je double l'espace , chaque partie de 
l'espace est doublée. Un objet composé de barres de 
cuivre et de barres de zinc , au contraire , un pendule 
compensateur , par exemple , n est pas dans ce cas ; si 
on le chauffe » certaines parties se dilateront plus que 
les autres ; mais dans un corps homogène » toutes les 
parties se dilateront en proportion de leur grandeur 
respective. 



( 1 ) CfiS rapports ne peuvent recevoir do définition précise que 
plus tard, quand on aura déliai la direction et l'angle. 

(2 ) On voit que TexpresMOiide svttàlaiirû est plus précise queoelie 
iligaU, Dans deux figures égales , en efflist, les parties ^aki ne sont 
pas nëoessairement sMmret : téls seraient deux polygones égaux 
réguliers en partie. 
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Nous alloiis i)as6cr luaiiilcnaiiL à la critique de ces 
notions, telles que les exposent les géométries ordi- 
naires, et montrer par là qu'il est impossible, sans 
avoir recours à nos principes , d'en donner des défiui- 
lions qui soient à l'abri de toute objection. 

De l'É^dilè et de rÉquivelenee. 

Lcgcndre, et, après lui, M. Blanchet, placent parmi 
les axiomes la définition de l'égalité, ce qui prouve que 
rou n'est pas fixé sur la significalion du mot axiome : 
« Deux grandeurs, ligne, surface, ou solide, sont égales, 
lorsqu'étant placées Tune sur Tautre , elles coïncident 
dans toute leur étendue. » (Livre I.) 

Celte définition n'est pas générale cl philosophique , 
mais simplement particulière et empirique. Comment y 
faire rentrer l'égalité de deux intervalles de temps, de 
deux forces, de deux corps, de deux expressions nu* 
mériques ou algébriques , de deux membres d'une éga- 
lité, d'une équation quelconque, comme b-^-l^i^^ (i). 
On prend pour une définition de Tégalité un moyen do 
vérification : les figures sont égales avant qu'on les 
place l'une sur l'autre. Reste maintenant une difficulté 
relative aux figures syinélriqucs (les deux mains , ou 
deux figures symétriques sur une surface donnée, par 
exemple) ; car c'est là aussi , comme on le sent bien, et 



( 1 } Il BemUe, au pranfer abord, que quelques-unes de ces égalités 
ne reatrent pas non plus dans notre d^nitîon; mais c'est que laplu> 
part d'entre elles sont purement aritlimétiques, c'cst-à-dirc, posées 

entre grnndenrs, abstraction faite de la forme. Si l'on voulait absolu- 
monl consprvpr coUc-ci dans ladétinition de Trixalité, on ne pourrait 
dire 5-17—^ il ,car io i)renucr membre n'a paë lanièmc forme que 
lo second. N'est- rc i>as là encore une raison qui renforce ce que dit 
KuDt sur ce jugement, qu'il rcgurdc comme sjfnlhêli^? 
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comme nous le démontrerons, un cas d'égalité, et il 

échappe à Taxiome de L^endre (1). 
Passons à la définition de Téquivalence : 
« J'appellerai figures équivalentes, dit Legendre , 

celles dont les surfaces sont égaies. » (Livre III.) 

Si l'on rupproehe cette définition de celle de l'égalité, 
on ne tardera pas à remarquer la confusion des termes 
définis : il en résulte, en effet , que, pour être équiva- 
lentes, deux figures doivent être égales, ce qui n'est 
pas la pensée de Legendre. On ne nous dit pas d'ailleurs 
quelle distinction on établît entre surface et figure : 
dans la seconde définition , la surface est évidemment 
autre cliosc que la figure; dans la première, c'est la 
figure même. La confusion entre l'égalité et Téquiva- 
lence se reproduit plus loin, lorsqu'il fait remarquer que 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 

M. Hlancliet a cherché à corriger Legendre : 

<c h'aire d'une figure, dit>il, est le rapport de son 
étendue à Tunité de surface. — Deux figures éqmva* 
lentes sont celles qui ont la même aire. » 

Mais ne pourrait-on pas voir une substitution de mots 
dans cette définition de Vaire basée en partie sur 
Yétenduel Cette déiinition est, en outre, inexacte et 
incomplète : — inexacte, car l'aire n'est pas un rapport, 
mais une mesure ; le rapport de l'are au mètre carré 
est cent et cent n'est pas Taire d'un are — incomplète, 
car elle ne s'applique ni aux lignes, ni aux solides. Ces 
vices proviennent de ce qu'on n*a pas voulu employer 
le terme générique de grandeur, qui simplifie le lan« 

1 ) Kotts ne parlons pas de deux figures planes symélriiiues, parce 

qu'on onvériflerégalitôenles rnhaltmtVimB sarVantre. Cependant 
l'opération du rabattement n'est pas proprement du resaort de la 
géomélrie plane. 
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gage et le mécanisme de la pensée, tandis qu'on 
n'hésite pas à se servir des termes de longueur, aire^ 
volume, qui servent à exprimer la grandeur des diffé- 
rentes classes de figures. 

De ]• Hiniltfeude. 

« Deux figures (1) sont semblables, lorsqu'elles ont 
les angles ép^aux chacun à chacun , et les côtés homolo- 
ffues proporiiuimcis. Par {.ùtés homologues, on entend 
ceux qui ont la même position dans les deux figures, 
ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces angles 
eux-mêmes s'appellent anglee homdogues, » (Legendre^ 
livre III). 

«t En général, nous appellerons polygones sembla- 
bles ceux qui ont les angles égaux chacun k chacun , et 

les côtés liomolo^nies pi'oporlioiinels (en entendauL pur 
côtés homologues ceux qui sont adjacents aux angles 
égaux). » (Blanchet, livre IIÎ). 

« Les figures rectilignes semblables sont celles dont 
les angles sont égaux chacun à chacun, et dont les 
côtés placés autour des angles égaux sont proportion- 
nels. » (Euclide, traduction de Peyrard). 

Ces auteurs , comme on le voit , sont assez embar- 
rasses pour définir les côtés homologues ; il est très- 
possible, en effet, que, dans deux figures semblables, 
des côtes non liomologutis soient adjacents à des an- 
gles égaux chacun à chacun. 

Cette définition est surabondante, c'est-à-dire, que 
pour être justifiée , elle demande un théorème intermé- 
diaire, qui s'énonce ainsi dans le cas du triangle: 
Deux triangles qui ont les angles égaux ont leurs côtés 
homologues proportionnels. Elle ne correspond pas à 

( 1 ) n fliut sous-entendre ici r^ithète de reetUignês. 
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ridée vulgaire de similitude : deux triangles sont-ils 
semblables en tout et partent quand ils ont les angles 
égaux et les côtés bomologu es proportionnels? Ajoutez 

qu'elle est différenle pour les tigures rectiiignes, pour 
les polyèdres, pour les courbes, pour les surfaces 
courbes. Pour les courbes, en effet , on ne peut plus 
parler d'angles égaux et de côtés proportionnels; il 
faut avoir recours à d'autres caractères : 

« Deux courbes sont semblables , lorsqu'on peut les 
placer de telle sorte, qu'en menant par un même point, 
des rayons vecteurs aux différents points des deux 
courbes, les rayons vecteurs dirigés suivant les mêipes 
tlroitos, sont proporliuiinels » (Lefébure de Fourcy , 
Géométrie a7ialy tique). 

Cette définition n'est qu'un moyen de vérification ; 
et ce moyen est même impraticable eu géométrie syn- 
thétique ; car on ne dit pas comment on peut trouver 
cette position des deux courbes. De plus , elle ne s*ap* 
pliqué qu'aux figures planes. Pour les figures à double 
courbure on devrait dire : 

Deux figures sont semblables, lorsqu'on peut les ap- 
pliquer sur uu iiiùme cône, de lacinicre que les lon- 
gueurs des génératrices iiilcrceptées entre les courbes 
et le sommet soient proportionnelles. 

Celte définition seule serait générale pour les lignes. 
La difficulté augmente encore, quand il s'agit de dé- 
finir deux surfaces semblables , et notamment les sur- 
faces 4 double courbure. Bref , ces définitions , à 
l'inverse de quelques autres, permettent jusqu'à un 
certain point de tracer une ligure semblable à une autre, 
mais non de reconnaître directement, si une ligure est 
semblable h une autre; c'est-à-dire, qu'elles manquent 
le but qu'elles semblent avoir en vue. 



M. Noêl (i ) seul déHnil les figures semblables, eeUes 
qui ont la même fùme; seulement il ne démontre pas — 
et c'est pourtant nécessaire — que les figures sem- 
blables jouissent des propriétés renfermées dans les 

délinitions que nous venons de critiquer. Pour lui les 
trian^ïles éqiiianprles ont les côtés homologues propor- 
tionnels, et réciproquement ; tandis qu'en réalité les 
triangles équiangles ont plus que leurs côtés homo- 
logues proportionnels , ils sont semblables» Cette lacune 
nous la comblerons plus tard, grâce au principe de 
rhomogénélté de Tespace. 

Les définitions que nous donnons de Téquivalence et 
de la similitude ont Tavantage d*être tirées d*un prin- 
cipe unique, d'être nominales, c'est-à-dire définitions 
de uorns, et de ne i-ien préjuj^or (juauL aux propi-iélés 
• de la similitude, eu nn mol, do satisfaire aux règles que 
nous avons données de la déliniliou ^géométrique. Eu 
outre, la dernière est vulgaire, c est-à-dire, répond au 
sens que Ton attache au mot ressembianee; elle est 
d*accord avec ce que nous observons tous les jours 
dans les portraits, les gravures, les cartes de géogra- 
phie, les plans, les statuettes réduites, les eftets du 
microscope, toutes choses qui ont pour but de laisser la 
torme intacte en u'altéraul que la grandeur, de repré- 
senter en petit ce qui est grand , et inversement. 

Nous allons maintenant démontrer deux théorèmes 
généraux qui complètent et résument ce qui précède : 

TatiORÈHE I. Lea figures semblables ont leurs lignes 
homologues proportionnelles. 

Soient deux figures semblables; supposons qu'une 
ligne quelconque P Q de la première ait pour honio- 



( t } Traité de Otiomélne Hèmmtmre^ Lj<*ge 1844; prôracr, p. .1. 
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logue la ligne pq de la seconde, et prenons ces li^es 
pour unités respectives des longueurs des deux figures. 
Puisque les figures semblables ne diflfôrent qu'en gran- 
deur, en majorant la plus petite, elle finira par devenir 

égale à la plus grande, et leurs lignes homologues étant 
devenues égales ainsi que leurs unités, les rapports de 
ces lignes à celles-ci sont les mêmes des deux parts ; 
mais, par la majoration, j ai augmenté toutes les lignes 
de la seconde figure proportionnellement; donc, avant 
comme après la majoration, les rapports de ces lignes 
à leur unité étalent les mêmes que dans la première 
figure; et Ton peut poser en général, entre des lignes 
homologues A M B et P Q de l'une , et a m h et p q 
de l'autre , la proporliou : A M H : P Q ^ a ?» h : pq. 

CoROLLAJHK. Pouv liéniontrcr qui' ccrlaUies Uipies sont 
eu propovtimi, il sujJU de prouver qu'elles sont suscep- 
tibles (le former des figures semblables en y devenant 
homologues. 

Nous avons démontré un peu longuement peut-être 
une proposition évidente ; mais nous avons voulu ra- 
mener la proportionnalilé des lignes homologues des 
figures semblables à la déliaitioa que nous avons donnée 
de la proportion. 

THÉOR£ti£ 11. Quand deux figures ont leurs lignes pro- 
portionnelles, elles sont semblables. 

Miyorant la plus petite, on la rend égek à la plus 
grande, puisque toutes ses lignes deviennent égales aux 
lignes de celle-ci (1 ); les deux figures ne diffèrent donc 
qu'en grandeur, et par suite sont semblables. C.Q.F.D. 

( 1 } Il est inutile, pensons-nous , de prouver cette proposition que 
diWB figures sont égales quand leurs lignes U sont, La réciproque de 
l'inverse à savoir, que tkux figures sont inégales quand plusieurs tUt 
lettrs lignes sonl inégaies , est d'ailleurs de la plus grande évidence. 
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Ces deux théorèmes , si importants par leurs consé- 
quences , réduisent la géométrie à n'être plus que la 
science des formes et des comparaisons de grandeurs. 
Dans Fétude d*une figure, on fait abstraction de sa 

grandeur, parce que celle-ci est toujours à la disposi' 
lion du géomètre qui la change en changeant l'unité de 
mesure ou en inajorant l'espace qui renferme la figure. 
Ils nous donnent enfin une définition nouvelle et plus 
géométrique de la forme : La forme dépend des rapporta 
de grandeur des parties de la figure. 

Des procédés de démonstration. 

Nous avons vu que» pour démontrer un théorème sur 
l'égalité de deux figures, il faut les superposer ( 1 ); que, 
pour démontrer que deux figures sont semblables, il faut 

démontrer la pi'oporlioniialité de leurs ligues, ou, ce qui 
revientau même, il Faut les raineuei' à la même grandeur 
sans en changer la forme, et voir si elles sont égales. 
De même pour dcmontrerque deux ligures sont équiva- 
lentes, il faut les déiormer, sans en changer la gran- 
deur, de manière à les rendre égales. 

Nous allons préciser le précepte, et compléter ainsi 
ce que nous avons dit sur la preuve expérimentale et 
les lignes auxiliaires. 

Prenons pour exemple le théorème de Pythagore; il 
s'agit de (lémouti'cr l'équivalence de deux ligures (Jis- 
seniblables, à savoir : le carré construit sur Vhypoténuse, 
et la figure formée par les deux carrés cotistruits sur les 
côtés de l angle dimt. 

Pour établir cette équivalence, deux artifices sont à 
notre disposition : — Tun , éminemment intuitif et 

(1) Voir, dans le livre in, ce que nous disons sur les figures 
fiyiiiétri4|ues* 
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procédant par voie de discontinuité , consiste à re- 
trancher des parties égales des deux figures équivaleiites 
et à montrer que les restes sont égaux; ou à ajouter 

des pal lies égales et à montrer que les sommes sont 
égales; ou à combiner ces deux moyens, c'est-à-dire à 
ôter et à retrancher à la fois des parties égales — l'autre, 
procédant par voie de continuité , consiste dans la 
transformation graduelle des deux figures, jusqu'à ce 
qu'elles aient la même forme. 
Voici des exemples de la première méthode ( 1 ) : 



La seconde méthode procède, avons-nous dit, par voie 

de déformation continue : on transforme la moitié 




On ajoute quatre fois le triangle 

rectangle à cliacuno des ligurns équi- 
valentes : les deux carrés Ali »'l CD 
sont égaux , leur côté étant ('i?m1 à 
la somme des deux côtés de l'angle 



\ droit du triangle; et l'inspection seule 
de la figure suffit pour mettre le théo- 
rème en évidence. 




ABE du carré Ali ED, en le 
triaiii;le CB E, en faisan L i^lisser 
le sommet A en C le long d une 
parallèle Â G à la base B E ; de 
môme on transforme la moitié 
PBR du parallélogramme PBRQ, 
en faisant glisser le sommet P 
du triangle P B R, en A, le long 
de P A parallèle à la base B R ; 



( 1 ) Voir deux démonstrations analogues dans le Magasin pittO' 
f«sçue {iiiS); celle-ci nous appartient » croyons-nous, sans 
toutsfbis oser raffiimer. 
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les deux ( riangles C B Ë el A B R sonl égaux; donc, etc. 
On a ainsi déformé ou transformé deux Ogures équiva- 
lentes, les triangles ÂBE et PBR en deux figures 

égales» les triangles GBE et ABR. 

La première méthode de démonstration est plus in- 
tuitive que la seconde; c'est une espèce ùe casse-tête 
chinois , comme le dit l'auteur des démonstrations re- 
produites dans le Magasin pittoresque; l'autre paraît 
plus rationnelle, plus géométrique, car elle procède 
principalement par voie de raisonnement; mais, en réa- 
lité, c'est la première qui sert de base à Tautre. La 
preuve en est le théorème fondamental de la mesure des 
aires : Un parallélogramme est égal à tm rectangle 
de même base et de même hauteur; dont lu démonstra- 

^ tion consiste essenticllemont à 
transporter le lrianj>lo Ah K en 




5Z.. Jc B D G ,à ajouter et à retrancher à 

la fois deux parties égales ; ou, si l'on veut, à retrancher 
aux deux figures le même triangle, de manière qu'il 
reste la même figure AEDB; ou encore, à lyouter aux 
deux figures le même triangle, de sorte qu*il en résulte 
la même figure ABCF. 

Cette déformation ou transfuniialion n'est pas tou- 
jours possible par les moyens ordinaires; le cercle en 
est un exemple célèbre; on a démontré qu'il ne peut 
être transformé en carré. 

Malgré la symétrie que nous avons mise dans les 
modes de démonstration des théorèmes sur la forme 
et la grandeur, il y a pourtant entre ces modes une 
différence essentielle qui repose d'ailleurs sur la diffé- 
rence métaphysique de la grandeur et de la forme. La 
majoration est une opération précise, dont les moyens 
et le but sonl connus, tandis que la déformation est 
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arbitraire : daus la majoration , ou agit suivant un pro- 
cédé déterminé; en déformant, au contraire, on opère an 

hasard, et l'on arrive au but à peu près de même. Et il 
est facile de comprendre qu'il doit eu être ainsi : majorer 
et minorer, ou changer la grandeur, c'est aller du plus 
au moins, ou du moins au plus; pour passer de la 
quantité a à la quantité b, il n'y a qu'un chemin à 
prendre. Mais il n*en est guère de même pour passer do 
la forme A à la forme B; les voies ici sont innombrables. 
De là cette différence profonde entre les démonstrations 
qui se rapportent aux formes et celles qui ont trait aux 
P^randeiirs. 

Tour nous résumer sur les règles do la dénionslra- 
tioii, nous dirons quQ la démonstratioJi est uiie verifica-l 
tion , une expérience. 

Toute vérifîcation consistant à constater une égalité 
* ou une inégalité , le moyen le plus intuitif, le plus im- 
médiat, le plus simple, est la superposiUm, Il conduit 
directement au bot, quand on a à démontrer XégaliU de 
deux figures; et indirectement, quand on a à établir 
\quv équivalence ou leur similitude; dans le premier cas, 
on tramfoiine; dans le second , on majore. 

g 2. L*E8PAC6 : HOMO&JÊNÉITÉ, ISOGÉMÉITÉ , GONTINUITË ; 
POSTULATS ARITHlltinQCBS. 

Un quantum est homogène ^ quand il se compose de 
parties semblaMes* — L'espace , le plan et la droite sont 
des quantums homogènes. 

Un quaiiUiin est isogêne, quand il se compose de 
parties égales, — Outre les quanluins précédents, la 
splièrc, le cercle , les angles, l'hélice, les parailélipi- 
pcdes, les parallélogrammes, les surfaces de rcvoluliou 



soûl absolument ou relativement isogènes , c'est-à-dire 
îsogènes dans tous les sens, ou dans quelques sens. 

Un quantum est continu , quand il se compose de 
parties équiuakntes. 

Ou encore : 

Un quantum homogène est îndéflniment divisible en 
parties senihlablcs; un quantum isogène, en parties 
égales; un quantum continu , en parties érpiivalenles. 

Tout quantum homogène est à la fois isogène et 
continu» tout quantum isogène est continu; ces pro- 
positions résultent immédiatement des postulats sur 
la grandeur et la forme. Ainsi , ce qu'on dira de la 
continuité, se dira de Tisogénéité et de Tbomogé- 
néité; ce qu'on dira de l'isogénéité pourra se dire 
de rhomoj^énéîlé. 

Cest un fait (i'cxpérieuee , dit M. Ueberweg, qu'un 
corps peut se mouvoir sans éprouver d'altération; cela 
n'est [jussible que si nous rep^ardons l'espace comme 
homogène. Pour cet auteur donc, cette homogénéité 
consiste en ce que 1 espace est composé de parties 
égales; celles-ci, il est vrai, ne sont pas juxtaposées, 
comme dans un polygone régulier, mais se pénètrent 
mutuellement. G*est une propriété qui fait que Fespace 
est divisible en parties égales arbitraires , les points 
de division étant cux-inêmcs arbitraires; et qu'une 
partie quelconque peut occuper le lieu de toute autre 
partie égale. Mais cette notion de l'homogénéité est 
incomplète; on ne pourrait pas dire, en ce sens, qu'une 
surface homogène est plane, qu'une ligne homogène 
est droite; car cette définition conviendrait tout aussi 
bien à la surface sphérique et à la circonférence qu'au 
plan et à la droite. La circonférence, en effet, est homo- 
gène dans le sens de M, Ueberweg; une portion quel- 
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amque d'une circonférence, peut glisser sur la circon- 
férence entière sans la quitter; la circonférence est 
divisible arbitrairement en parties égales , elle est com- 
posée de parties égales. Ce que nous disons de la 

circonférence s'applique également à la surface splié- 
rique. Mais, dans l'une comme dans Taulre, une partie 
n'est pas l'image du tout , et elle diffère du tout, non 
seulement en grandeur, mais aussi en forme. Je n'en* 
gendrerai pas une circonférence en majorant un arc 
de circonférence, mais en l'ajoutant à lui-même on 
en le faisant glisser sur lui-même; si je ne fais que 
majorer un arc de circonférence, j'ai un arc semblable 
d'un rayon pins grand ou plus petit, mais non une 
partie ou un mulLiplc de Tare prinutil". La circonférence 
et la surface sphérique ne sont pas hornofjènes cuiiiiiie 
la droite, le plan et notre espace, mais simplement 
isogène», comme l'espace de M. Ueberweg. 

Nous avons maintenant à expliquer, et peut-être à 
justifier notre définition de la continuité ( i ). 

AI. Ueberweg dit : « Une grandeur continue est celle 
que Von peut augmenter ou dminuer infiniment peu ; » et 
plus loin il ajoute : « Il existe un ensemble continu et 
homogène (iso-^^ùnc ), divisible et extensible à V infini y 
de lieux qu'un curpn matériel peut occuper; cet ensemble, 
nous le nommons espace?. » 

Nous ne savons si l'inliiiiment petit peut entrer dans 
la définition de la continuité , si ce ne serait pas plutôt 
celle-ci qui devrait servir à expliquer celle-là; mais 
quoi qu'il en soit, la définition ne nous apprend abso- 
lument rien. Une grandeur discontinue ne peut-elle pas. 



(1) ConlinuUé, liaison non interrompue des parties iVnn tout; 
inlerroiupre, rompre la cunlimilé d'une chose. — Diction, de l'Auad. 
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sans cesser d'èlre discoQlinue , s'augmenter iiUîaimeul 
peu , soit que Ton augmente les parties continues de 
cette discrétion, soit que, dans les vides, on place un in- 
finiment petit qui se mette à croître continuellement? 

De plus, la continuité est une propricLû absolue et non 
relative : une grandeur continue , qu'on puisse 1 aug- 
menter ou qu'on ne le puisse pas, (la masse d'une pia- 
nùtc, par exemple) n'en est pas moins continue. 

Quant à nous , nous croyons être resté lidèie à la 
notion vulgaire de continuité (1). Un corps est continu 
quand il ne contient pas de vide. En géométrie, comme 
en physique, la notion du vide, do la figure négative , 
comme nous le dirons bientôt (2), nest pas la notion 
A\x néant , di\x rien; c'est la notion de quelque chose 
(ïautre, mais indéterminé : deux molécules séparées 
par un espace î'w/<? , ne sont pas séparées par n'en, car, 
dans ce cas , elles se toucheraient. Cela posé , si je 
a h c à e m n considère une grandeur dis- 

continue abcdemtif il est 
clair que je ne puis pas poser ad=|c=tfd»=<te. Mais, 
me dîra-t-on , puisque, dans une figure continue, les 
parties sont de même grandeur, ne peut-on pas poser: 
mn = ag, en supposant que les portions de la ligne 
fnn réunies fassent arf? La réponse se trouve prccisé- 
meiiL dans ce mot réunir, qu'on vient intercaler; c'est 
dire au fond : si les parties de mu, au lieu detre dis- 
continues, étaient continues, et qu'elles eussent la 
même grandeur que ag, ne lui seraient-elles pas équi- 

( I ) • L'espace est ilHnvUé et continu ^ c'est-à-dire que la fin de 
l'un est le comm en cément de Tautre. » (Albkut de Ghoas ; Wic vid 
tnldccklc bisjelzl die ncuc Whsf^srluifl, Braunsclnveig, Wcstermann 
1859 , II. — La fléîinilion do M. UIoss rentre dans la nôtre. 

\t ) Voir le parugrai)iie suivant. 
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vaicDtes 1 Ce qui est supposer le couti'aire de l'hypo- 
thèse. Le quantum an n*est pas la réunion des parties 
pleines de an , c*est cet ensemble de plein et de vide , 
de grandeur posée et de grandeur niée ; et Tune est 

grandeur au même titre que l'autre , quoique Tune ne 
puisse pas se roiiip lacer par l'autre. L'idée de conti- 
nuité est inévitable partout , dans le domaine des 
sciences physiques , comme dans celui de la géométrie 
et de l'arithmétique : la détermination de la densité d'un 
corps suppose la continuité de ce corps. Bien plus» 
la porosité même ne se conçoit que comme continue ; 
et c'est pour échapper à cette contradiction étemelle, 
que Ton se jette dans les bras d'une autre contradiction, 
l'atomisme. 

De nos définitions de rhomo^rénéité, de l'isogénéité 
et de la continuité, résultent les règles de la génération 
des quantums. 

On engendre un quantum homogène, par la msgoratiou 
de l'une de ses parties; on engendre un quantum mo- 
gène, en faisant glisser 1 une de ses parties sur elle- 
même; on engendre un quantum continu, en &isant 
glisser, en même temps qu'on la déforme, une de ses 
parties sur elle-même. 

Ces notions, qui sont k's qualités fondamentales de la 
grandeur, les formes sous lesquelles elle nous apparaît, 
nous fournissent trois postulats , qui ne sont pas pro- 
prement des postulats géométriques , mais les postulats 
de la science de la quantité en général, des mathéma- 
tiques, ou, si Ton veut, de Farithmétique seule. On 
a pu voir, par notre génération des sciences, que les 
|)0stulats de celle-ci sont nécessairement des postulats 
de la géométrie, comme ceux de la ^comélrie vSonL des 
postulais de la mécanique. 

10 
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Naus demandons : 

au point de vue de Vhomogénéité , 

Que tout quantum puisse être eongidéré eommê Vmage 

réduite ou agrandie d'un quantum plus grand ou plus 
petit ; 

au point de vue de Yisorfénéité , 

Que tout quantum puisse être considéré comme le 
muUiple ou le sous-muUiple dun autre quantum; 

au point de vue de la continuité. 

Que UnU quantum puUse être considéré comme la 
somme ou la différence d'autres quantums, 

Cos postulats peuvent se mettre sons la forme sui- 
vaille , qui est plus vulgaire peut-être : 

Le toîUpeut être considéré comme l'image d'une de ses 
parties ; 

Le tout peut être considéré comme le mtUtiple d'une de 
ses parties; 

Le tout peut être considéré comme ta somme de ses 
parties. 

Ces postulats sont aussi nécessaires et aussi inévi- 
tables l'un que l'aulrc. En arithmétique, la méthode 
connue sous le nom de réduction à l'unité ( i ) s'appuie 
sur le premier; et, comme iiuus i avons vu plus haut, 
il constitue, eu géométrie, le fondement de la théorie 
des figures semblables. 

La plupart des auteurs ont admis comme axiome le 
troisième des postulats arithmétiques, le tout est éqal (2) 
à la somme de ses parties. C'est supposer qu'un quan- 
tum décomposé, puis recomposé, n'importe comment, 

(I ) ExBHFUS : Si .de la moitié d'un nombre on en ôte le tiers, le 
reste rat 1. Solution : Si ce nombre était l'vnUéf le reste serait 1/6 ; 
ce nombre est donc 12. 

(2) U ÊBiut proprement é^tva2«fi<. 
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D*en reste pas moins le même quantum. Hais aucan 
d'eux n*a posé , ni en axiome ni en postulat , que 

le tout peut Lire considéré comme le multiple d'une de 
ses parties: qu'on peut, eu général, établir, par exemple, 
c D entre une droite et l'une de ses 

A n 

parties , la relation AB =^ CI). 
Ils ont même cru que cette proposition n'était nulle- 
ment nécessaire , et dans chaque cas particulier , ils 
ont essayé de la remplacer par une démonstration à 
Tabsurde. Nous sommes ici sur le terrain des incom- 
mensurables, et nous allons montrer, sur un exemple, 
combien sont illusoires les moyens par lesquels ou u 
cru les éviter. 

Tliéorème (1). Quel que soit le rapport des deux 
angles ACB, ACD, ces deux angles seront toujours 
entre eux comme les ares AB» AD, interceptés entre 
leors côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

A Supposons que A C B soit fi A C b, comme 

,^ \. \ l'ai'C AB est à un arc AO plus t^v.iud que 
a/ i' \b AD. (Le raisonnement est identique dans 
B I 0 la supposition de AO plus petit que A I> ). 
Divisant Tare A B en parties égales, plus petites que DO, 
Tun au moins des points de division tombera entre 
D et 0, au point I, par exemple; et Ton aura : 

AClî : AGI = AB ; AI; 

mais par hypothèse on a la proportion : 

ACB: AGD»AB: AO. 

Ces deux proportions ne peuvent subsister en même 
temps, puisque les antécédents sont les mêmes, et que 



(!) LiGiKDM, OiamHrio , Livre JI ; Proposition XVIL 
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Tundcs coiiséqucDls AGI surpasse ÂCD, laodis que Al 
est sui'passé pur ÀO. Or, la première étant vraie, la 
seconde est nécessairement faasse. Donc, on a rigou- 

rousemciiL ; ACB : ACD AB : AD. 

Le postulat admis, celte démonstration devient inutile, 
comme nous le monlrerons bientôt. Mais permet-cllc 
d'éviter le postulat t nous allons essayer de faire voir 
qu'il n'en est rien. Notre critique, complètement nou- 
velle, croyons-nous, revêt une apparence subtile et 
sophistique qui nous oblige à quelques développe- 
ments* Nous ne les regretterons pas si nous parvenons 
à nous faire comprendre. 

Toute démonstration snppose que la contradiction 
est possible. Dans le cas actuel , on nie que les angles 
soient entre eux comme les arcs. Le géomètre dit alors 
à son contradicteur ; Si A G B uest pas à ACD comme 
AB est à AD , donnez-moi un autre rapport; J'en mon- 
trerai la fausseté. — £t en effet, ce rapport étant 
supposé AB : AO, il montre, par une division de Tare 
AB, en parties pluê petites DO , que le point 0 a été 
pris trop loin. Mais son adversaire peut lui répondre : 
Je vois maintenant que la siipposilicni AO ne vaut 
rien; plaçons ]v point 0 où so trouve le point I, et 
votre démonstration n'est plus valable. — Le j^éomèlre 
devra donc recommencer à diviser Tare A B en parties 
égales, mais cette fois ji^fu^ petites queBl, et son con- 
tradicteur ne se trouvera jamais convaincu que de la 
fausseté de la supposition actuelle , et non d'une suppo- 
sition quelconque. Sans doute, aussitôt qa*il pose une 
affirmation , on lui en montre la fisiusseté ; maïs s'il s*en 
tient purement à la négative, sans chercher à donner 
lui-même une solution, s'il suit son adversaire pas à 
pas, attendant un point 1, avant de placer le point 0, 
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Il le réduit à rimpuissance, on, toul au moins, à 
rinacUon (1). 

Oii nous dira peut-être que nous condctiiinons par là 
toutes les démonstrations à l'absurde. Amsi, par exemple, 
B si ACB + BCE =^ 2 angles 

\ droits, les côtés A G et CE sont en 

\ s ligne droite. Slls ne ie sont pas, 

prolongeons A C en CD, et nous 

^ aurons , par voie de conséquence : 

BCE sa B CD, ce qui est absurde. 

Mais il est facile de saisir la différence essentielle 
qui existe entre cette démonstration et la précédente. 
Le tracé de la droite auxiliaire CD ne dépend pas, 
de la supposition particulière de l'adversaire; qu'il place 
son côté C£ comme il le veut« V\ prolon^'cnient CD ne 
varie pas , non plus que les l'orra ules , les équations , 
tandis que le point I converge indéfiniment vers te 
point D. G*est Tadversaire qui se trouve forcé , quelque 
subterfuge qu'il emploie , de placer CE sur CD. Dans 
cette derni(^re démonstration, en un mot, ma con- 
struction, ma réponse est faite d'avance; quoi que 
dise mon adversaire , je n'ai rien à y changer, elle est 
absolue. Dans l'autre, au contraire, je dois attendre ce 
qu'il va dire , je n'ose tirer une ligne avant la sienne, 
ma réponse est reloHve , ad honUnem, Sans doute, nous 
ne prétendons pas le nier, le mode de raisonnement, la 
nature de la construction restent les mêmes dans toutes 
les suppositions ; mais au fond il y a ici une véritable 
induction : on voit que ce mode de raisonnement est 



( 1 ] On pourrait dire aussi que cet arguniMit n'sst que le sophisme 
renouTelé d'AdiiUe et de la Tortue. Nous renvoyons sur ce peinl au 
livre suivant oii nous examinons Tobjection en traitant des Pnmnhlei. 
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appHcabie à tous les cas; 6*esl comme si, po»r prouver 
que le carré d'un polynôme contient le carré de tous les 

termes, plus leurs doubles pKuluil.s deux a deux, on 
disait à l'adviM^sairr : clmisissez un |)oIynome, j'ai mon 
raisonnemenl tout prît |)oiir vous coiiYaiuci*e; je Télè- 
verai au carré. Gela suiii(-il ? ( i ). 

Mais admettons même la légitimité de l'induction, 
légitimité logiquement incontestable, nous le recon- 
naissons ; la difficulté n*en reste pas moins sans solution 
eamjdète, elle continue à subsister dans son essence. 
Kn effet, la démonstration suppose qu'entre le point D et 
le point 0 (iii [tuisse troiiver un point i intermédiaire, 
en d'autres termes, que i arc 1)0 est lini. Or, il s'agit 
d'établir que la proportion AGB : AGD=rAB : AD 
est vraie à un infiniment petit près. De plus , on ne 
peut supposer que, AD étant incommensurable avec AB, 
1 arc AI, qui est un peu plus grand que AD (le point I 
étant infiniment près du poiul D), soit commensurable 
ave6 AB ; en d*autres termes, la question est de savoir 
si, entre deux arcs, ADet AO, différant peu l'un de 
l'autre, il y a nécessairement un arc Al commensurable 
avee Tare AB (2). 



{ 1 ] Ainsi encore pour démontrer que, si par un yoint pri» dans 
VIntérieur du triangle, on mène deux droites aux extrémités d'un 
même côté , leur somme est plus petite que la somme des deux 
•autres ofttés; on tire une droite, prolosgement de Tune des deux 
autres; et lu démonstration est générale . Mali si pour une positicm 
du point intérieur, on devait tirer une droite ; pour une autre . deux 
droites : pour une troisième, quatre droitop, et ainsi de suite, pour- 
raitHjn encore soutenir ]n généraliié de la démonstration? 

( 2 ) On emploie un procédé analogue pour démontrer que deux 
pyramides de bases équivalentes et de hauteura égales sont équi- 
valentes ; seulement, il n'est pas nécessaire, pour la démonstration, 
de divisa la hauteur en parties aliquotesplus petites que la hairtwir 
JLa prisme diflR&rence ( LioBMDnB, Giomitriê; Ltvre VI, prop. XVIIK 
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Ce postulat inévitable en algèbre « aii les quantités 
sont de leur nature continues , Test aussi en arithmé- 
tique : l'équation -i- = 0,333.., n'est autre chose 

ù 

qu'une comparaison entre incommensurables, entre 1/3 
et les puissances négatives de 10. L'extraction des 
racines repose sur ce postulat : vouloir extraire la racine 
de 2, et opérer sur le nombre 2 , comme si c'était un 

carré parfait, c'csl admettre à priuri que tout nombre 
[lOiil être considéré comme un carré , ce qui, encore 
une fois, est un cas particulier de ce posluiat. 
Dè.s que l'on admet comme vrai que, quelle que soit 
^ la grandeur des portions AB et CD 

^ d'un quantum isogène , on peut 

poser ABs=mGD, c'est-à-dire leur supposer une 
commune mesure , on peut démontrer immédiatement 
les théorèmes généraux suivants qui servent à coor- 
donner tous les théorèmes particuliers (niesuie des 
angles plans et dièdres, dos parallélogrammes de 
môme base, des paralléiipipèdes , etc). 

Lemiie. DaM la génératim des qmntums isogènes , 

les parties de la partie génératrice enaetidi-ent des 
qmntums isogènes. — Ainsi, étant duiiné un secteur 
élémentaire qui, par rotation autour du sommet, en- 
f^endre un angle , l'are élémentaire de ce secteur 
engendre l'arc de Tangie, quantum isogène. 

Définition. Le quantum engendré par la partie et 
celui engendré [)ar une partie de celle-ci, forment ce 
que nous nommons un couple de quantums isogènes. 

TflfiORiaic L — Dam un couple de quantums isogènes, 
le multiple de Vun des quantums correspond au même 

multiple de f autre. 
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Théorème II. — Deux empie^ de qmntmix isogèna de 
même nature^ eetUà-^ire pouvant faire partie du même 
gnantoi», ferment toujoure une proportion. 

Ainsi, ayant les deux couples ACB, AB et A CD, AD, 
on peut écrire : 

AGB : AB»AGD:ÂD. 

Car, en yertn du poslulat el dn théorème, on a : 

AC:B=smAGD,d'où AB^mAD. 

l 3, — l'espace : solide, surface, ligne et POI^T; 

LES TBOIS DIMENSIONS. 

Déterminer un espace, c*est le limiter, ei ce qui est 
déterminé, ou la //f/^/zT, provient lia la position de Vespme 
en deçà et la néyution de l'espace au delà de la limite. 
Toute figure positive a donc sa lio;iire complémentaire 
OU négative. Je puis aussi bien appeler cerde , Tespace 
']ui s'étend depuis le centre jusqu'à la circonférence, 
que celui qui 8*étend à partir de celle>ci jusqu'à l'infini. 
Il suffît en général de considérer Tune de ces deux 
figures : mais tantôt Ton étudie Tune, tantôt Tautre, et 
parfois toutes les deux ensemble. Ainsi, la couronne 
A. circulaire est tout aussi bien la partie 
commune au cercle positif A et au cercle 
négatif B; c'est-à-dire à la fif^nre ren- 
fermée par la circonférence A et à celle 
qui, s'étendaut à l'infini, s'arrête à la 
circonférence B, que la partie non commune aux 
cercles potiHfe A et B ou aux cercles négatifs B et A. 
Quand on démontre que les angles externes d*un poly- 
gone sont égaux à quatre droits, c'est pour obtenir la 
somme des angles internes ; la figure uéffative sert à 
démontrer une propriété de la figure positive, Eniln , 
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pour donner des exemples plus décisifs, dans une 
courbe non fermée , on ne pent pas raisonnablement 
considérer plutôt un c5té de la limite que l'autre; 

l'hyperbole, quand on ne 1 engendre pas par une section 
de cône, est tout aussi hien Tespace compris entre les 
branches concaves qu'eiiLre les l)ranrhes convexes de la 
courbe ; et tout le monde sait que pour calculer l'aire 
de l'hyperbole , on prend non un segment intérieur, 
mais un segment extérieur, parce que, pour ce dernier, 
la relation de Taire à l'abscisse est très^imple. 

La figure positive et la figure négative comprenant 
tout l'espace, la Umite qui les sépare nest pas un 
espace. Je la nomme surface. Dans la surface, je puis 
concevoir de noiiv» lies déternuiialions, j'arriverai d'une 
manière analogue à l'idée de ligue — la ligne nest pas 
une portion de surface — puis de celle-ci à l'idée de 
pohU — le point n'est pas une portion de ligne (i ). 

Ainsi est résolue négativement la question de savoir 
s'il fiiut considérer la surface comme Técorce infiniment 
peu épaisse d'un solide , et si une infinité de surfaces 
superposées produisent un espace, etc. Avec un néant 
d'espace, un néant de sui l'ace, un néant de ligne, il 
est aljsurde de vouloir engendrer l'espace, la surface, 
la ligne. 

Cette manière fausse de considérer le point , la ligne 
et la surfkce, vient de ce qu'on pent engendrer la 
ligne , la surface et le solide , au moyen du mouvement , 



( 1 ) De même que toute figure à deux dimensions est toujours 
censée Atre tracée sur une surilue, de même il Iliut regarder toute 
figure à une dimension comme traeée sur une ligne; d'oCi l'idée 
d'une ligne négative. ■— Comparez ce que nous diswis page 146, où 
les vides doivent être supposés occnpôsparunelignearbitralpe nUa, 
Voir aussi le 4*paragrapiie du chapitre II du livre suivant. 
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c'esfcHi-dire en fkisant intervenir un facteur homogène et 
par suite, indéfiniment dinisible, le fmp9. M. Ueberweg 
a adopté aussi la notion des écorces infiniment peu 
épaisses pour en tirer celle de surface, mais en se 

basant sur la divisibilité à Tinfini de l'espace ; et , 
commo tant d'autres, il n'a pas voulu voir que la portion 
du corps obtenue par sa division à riullui , comprenait 
toujours au moins deux surfaces. Mais uous reviendrons 
sur ce point en parlant des éléments. 

Enfin, ceux qui délinissent le point l'intersection de 
deux lignes, et la ligne l'intersection de deux surfaces, 
ne peuvent définir la mrface rintersectlon de deux 
eorp». La considération seule des figures négatives et 
positives fixe le vrai sens du mot limite. Une feuille de 
papier roi-partie de blanc et de uoir rend cette définition 
intuitive et sensible. 

Pourquoi maintenant n'y a-t-il que ces trois espèces 
de limites possibles? i.a réponse à cette question est 
un Dût, un postulat de la géométrie : 

Ve9§ace a trm dimenHans. 

Quand on considère les trois dimensions à la fois, on 
a les solides ; faites abstraction d'une dimension » vous 
aurez une surface ; de deux, une ligne; de trois, le 
point. Mais, nous le répétons, c'est là un lait irréduc- 
tible, inexpliqué jusqu'à présent, et inexpi:cabie. 

Il nous reste à définir la dimension. 

Toute ligure peut s'engeudrer par le mouvement de 
sa limite, que le mouvement générateur soit iiogénique 
ou simplement cmUnu, c'estnà-dire que la limite reste 
invariable ou se déforme pendant son mouvement.^ 

Tout quantum qui se pose extérieurement à lui-même 
par un mouvement continu, engendre un quantum d'un 
ordre supérieur. 
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Le point est la limite génératrice première. Par du 
mottvement eontina qui le place totijonrs en dehors de 

sa position précédente, il engendre la li{iue , quaiiluiu 
(lu 1" ordre. De la mAme manière, la ligne engendre la 
surface , quantum du 2' ordre; et la surface le iolide, 
quantum du ordre. 

On appelle dimension le quantum qui donne la meeure 
du mouvement générateur par le^^ on paeee étun 
quantum Sun ordre quelconque à un quantum de tordre 
immédiatement supérieur. 

Ce qnantum est pour la ligne sa longueur ; pour la 
surlace, étant donnée la dimension de la li|;ne généra- 
trice, c'est la lanjeuv , ou la tpajecloire arbitraire (\) 
d'un point quelconque de eetle ligne; eiilin, étant don- 
nées les deux dimensions de la surface génératrice, 
pour le solide, c'est la liauteur, ou la triyectoire arbi- 
traire d'un point quelconque de cette surface. 

Les dimeneioni servent à mesurer le quantum donné; 
elles sont indifférentes , c'est-à-dire peuvent se prendre 
rune pour Tavtre, car chacune d'elles est une ligne 



( U il eât bou de faire ici une distinction : la dimension mêmrét 
est nécessairement une ligne droite tvoir dans le livre III ce que 
nous disons sur les tmâ^l , mais la ligne que Ton prend comme une 
des dimenûoDs du corps , n*est pas néeemirtimmi une droite. De 
m^eque, quand je pai lo dr^ la longueur d*un chemin , quoique la 
longUPiir memirée { trois kilomètres par exemple i , soit rectifiéty il 
n'est pas nécessaire que cette ligne soit droite; d© même, la largeur, 
ou la hauteur, on tant qu'elle p.st exprimée par une ligne tracée dans 
le corps , peut fort hit^n être courbe ou sinueuse ; telles seraient né- 
cesaidfemeiit les dimensions d'une surflu» à simple ou à double cour- 
bure. Il est bien entendu toutefois que nous n'entendons pas dénier 
i la ligne droite ses qualité précieuses pour la mesure; nous 
voulons seulement établir que les idées intuitives de longueur, 
largeur et hauteur n*entralneni pas nécessairement avec elles l'idée 
de droite. 
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plus ou moins arbitraire dans le quantum (1). Nous 
disons plus ou moins; car, par exemple, la surface 
génératrice étant donnée , la hauteur ne peut être une 
ligne de cette surface génératrice. Abstraction faite de 
rintttition de Tespace » au point de vue de la quantité 
pure , les ordres de quantums sont en nombre infini ; 
de ià, les quantités du 4", du 5" ordre, etc. , dont })arle 
l'algèbre ; de là même , l'étude possible des courbes à 
quatre, à cinq variables. Mais l'espace géométrique 
n'a que trois dimensions; trois mouvements sont néces- 
saires et suffisants pour l'engendrer. Il est donc faux 
de dire : Uespaee a une infinité de dimensions ^ et par 
convention , on en considère trois principales; e*est con- 
fondre avec le nombre des dimensions l'infinité des 
lignes mesures possibles, mais entre lesquelles on n'a 
qu'un choix limité. 

On n ruroiiieiit chorchc h donner la définition du 
mot dimension (^). M. Ueberweg le définit à peu près 
comme nous : 

« On nomme dimension , dit-il, la génération d'une 
série d'éléments hors d'un élément, par une position 
répétée un nombre fini ou infini de fois de cet élément. 

» Une série est une suite d'éléments procédant suivant 
une certaine loi. » 

De là, continue-t-ii , la proposition : l'espace a trois 
dimensions. 



[i)On a coutume tie duequo la plus grande (iimension est la 
longueur, etla plus petite la liauLeui , uu épaisseur, ou encore profon> 
deur. De plus, on dit quelquefois que la siirfiioe n'ftque éeax. dimen- 
sions, la longueur et la laigeur. Il faut remarquer cependant que* 
même en parlant gèométiie, on dit toujours la hmUeur d*un triangle 
ou d'un rectangle, et qu'on ne parle pas delà longueur ùb ees figures, 
mais de leur base. 

{t)hc dictionnaire de l'Académie dit que c'est Vétmdue des corps. 
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Ces déllnitions ne laisseol pas cependaut de prêter à 
la critique. Ainsi, la dimension ii*est pas une ^^em^n, 
mais une li$^ne: la position répétée un nombre fini de 
fois d'un clément, n'engendre pas une dimension; 

enfin, la série est produite suivant une loi, tandis que 
ridée de loi n'entre pour rien dans celle de diîiirns;on. 

D'ailleurs , il est assez difficile de déduire rigoureu- 
sement de cette définition la proposition que l'espace a 
trois dimensions; on en déduirait plutôt celle-ci : l'es^ 
pace a une infinité de dimensions. 

Quant à notre définition, outre qu*elie est d*accord 
avec Tétymologie, elle rend fidèlement, croyons^nous, 
ridée vulgaire qu'on se fait des dimensions. Quand on 
évalue une surface, un terrain par exeitiple, on trace 
une certaine ligne arbitraire qui sert à mes m er sa 
longueur; puis, en tant que l'esprit se reporte sur la 
largeur, il fait mouvoir cette même ligne suivant une 
tnyectoirc arbitraire, qui sert à donner la mesure de la 
seconde dimension. 

g 4.— DE L^iNPDfrrÉ DE t.'ksvage, dl' point, et des éléments 

GÉOMÉTRIQUES. 

Nuus sommes ici au cœur de toutes les contradic- 
tions qu'entraînent ees notions premières, conditions 
de toute pensée philosopliique ou scientifique. 

Ce que nous cherchons dans ce travail , ce n'est pas 
proprement , soit à les résoudre effectivement , soit à 
les déclarer insolubles, ce qui coupe court à toute 
discussion, nous voulons seulement chercher à préciser, 
autant que possible, les termes employés, et à trouver 
Tessence fondamentale des choses qu*ils expriment. 

Nous avons déjà accompli une partie de celle lAcbc 
par nos définitions de l'homogénéité, de l'isogénéité 
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et de la continuité. Il nous resle à parier de l'iniini, 
du point, et des éléments en général. 

La eontlttttité exclut toute détermination; car qui 
dit détermination, dit par là même solution de conti* 
nuité. C'est cette première contradiction qui a été 
roccasion de ces discussions inlerminables sur le point, 
!îi iitriic et la surface : le point est-il une partie de la 
iiguc? etc. La preuve toute géométrique que nous 
avons donnée plus haut de la non-présence d'espace 
dans la sur£acc , de surface dans la ligne , etc. , doit 
nous suflire; c'est le premier pas dans le domaine de la 
géométrie, quand on sort de celui de la philosophie. 

Niez toute détermination, Tespace apparaît comme 
tnfittvnent grand. L'infini matliématique est donc une 
nég'ation de détermination, c est l'iiuU'ti'rminé, ce terme 
étant pris dans son sens étymologique âc non détenniné, 
et non pas dans le sens de quelconque, de ceci ou cela, 
( Lmiiuimeut grand est une grandeur êons forme \ la 
grandeur y a absorbé la forme, on ne peut s'en £siire 
une image, 11 y a donc absurdité à se demander com- 
bien il y a de choses flnies dans l'infini , combien il faut 
de formes pour arriver à la négation de la forme , oU 
il faut placer la limite pour atteindre rillimité. C'est 
pourquoi de l'esytaee inlini on peut allirmer toutes les 
formes, parce qu on les déh-uit en les appliquant à une 
grandeur sans limite. Aiiisi, on peut dire de l'espace 
infini que c'est une sphère dont le rayon est infini; on 
cube dont les côtés sont infinis; un tétraèdre dont l'apo- 
thème est infini, etc. 

D'un autre côté, l'absolument déterminé, ce qui 
n'a de détermination que lui-même, c'est, dans 
l'espace , le point mathématique , c'est une forme sans 
C grandeur; celit-ei y est absorbée par celle-là. Cette 
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notion coupe court à toutes les questions que le point 
a fait naître. On peut donc affirmer du point toutes les 
formes dont on nie la grandeur; c*est une sphère dont 
le rayon est nul« un cube dont le côté est ntil, un 

tétraèdre doul i apothème est nul, etc. ; et la uciiiiition 
donnée par l'analyse (.p — — — c)*«=o, 

n'est autre chose que la première. 

Le point est donc ce qui sert de îimiU} par excellence; 
de sa nature U n'est que limite ; et par là sejusUlient et 
s'expliquent en partie la plupart des définitions qu'on 
en a données (i). 

1. Le point est ce qui n'a aucune partie (EucHde). 

2. Punctum est, quod quaquaversum seipsum ter* 
minât, scd quod non bahet lennaios a se dislinclos 
(Christ. Wollf). 

3. On noninie point toute place délerniinéo dans 
t'espace , lorsqu'on veut la désigner comme telle 
(Bretschneider) (2). 

4. Le point est la limite de la ligne (Staudt). — Les 
extrémités d'une ligne se nomment points (Legendre). 

Le point est le lieu oit deux lignes se coupent 
(Btanchet). 

6. Le point (ï.st ce ijiii na aucune dimension ( Ivuii/.c ). 
La déliuiliui! d'Eudide est purement ué^^aUve , et 
beaucoup trop large jniisqu elle s'applique aussi bien au 
moment, à l'intelligence, à l'àme, à la vie, etc. 

La définition de Woli!' rentre dans la nôtre ; mais 
elle manque de clarté» et Ton ne voit pas en quoi elle ne 

(i) Ce qui VA suivie est en grande iwrtie tiré d'un travail de 
M. Fechner (Journal de Ficbte» 1858, 2* cahier, page 160, Ueber den 

Puncl. I 

Jede l)estimmte .Stelle in dem iiaume, wenn file altf soldie t)e« 
zeicbnot werden soU , wird ein i'unkt genannt. 
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s*appliquerail pas au cercle ou à toute autre figure 
fermée. 

3' Celte définition est tautologique; car on ne peut 
fixer une place dans Tespace que comme un point déter- 
miné. Cetlo Llétiiiiiiuii leiilrc aussi en pux'Uc dans la 
nôtre, qu'on pourrait traduire comme suit : 

Le point est ce qui est déterminé par soi-même. 

4** Le pointeslpartout dans la ligue, et non seulement 
à ses extrémités (i). C'est ce que prouve la définition 5, 

5"* Gelie-ci serait meilleure si Ton disait : oi» deux 
Ugnes peuvent se couper; car le point est sar les lignes 
là même où elles ne se coupent pas. Quand une ligne 
coupe une surface, Fintersection n*est-elle pas un point? 
Quand deux lignes se touchent en un point sans se 
couper, deux cercles ian^^cnts, par exemple; quand 
deux surfaces, deux sphères se touchent, n'est-ce pas 
encore en un point? Enfin, comment faire rentrer dans 
cette définition, ainsi que dans la précédente , le centre 
d'une sphère ou d'un cercle, les foyers d'une section 
conique , etc. ? 

6* Cette définition a les mêmes Inconvénients que 
celle d*EucHde. 

Nous aurions encore à citer la délinition de M. Ueber- 
vvep' : le point est Félément simple de Vespace; mais la 
critique en sera mieux à sa place quand nous aurons 
parlé des éléments. Pour le moment , nous nous bor- 
nerons à demander ce que c'est que la emplicité ? 11 
ne serait pas facile d*en donner une autre définition 
que celle d'Euclide ou de Kunze (9). 

{%)* C'est comme si l'on définissait, dit If. Fechner, \9,eéttiàe,mt!B 

Utricule à l'cxtr^-mitc d'une plante. « 

?) Nous faisons remarquer que Ja définition que nous avons 
donnée du point , quand nous aYons déduit les notions de surface 
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Il est temps que uous précisious le seus de ce terme 
élément, dont nous avons fait usage eu maint endroit 
sans le définir (d). 

On entend par élément éCun corps, hi plus petite partie 
de ce corps qui puisse en exprimer la notera; c'est le 
corps réduit à son minimum; de sorte que l'élément 
permet de remonter au corps entier. Aiiibi l'élément de 
Teau , c'est la partie d'eau la plus petite possible , une 
molécule d'eau (2); l'élément du nitrate de potasse, 
o*est une molécule de nitrate de potasse; moléetdes qui 
renferment teutes les propriétés de l'eau, toutes les pnh 
priétés du nitrate de potasse. Il ne faut pas confondre 
les éléments d*un corps avec les parties élémentaires 
(les parties de l'élément), les parties constitutives de ce 
corps, qui sont: pour Tean, l'oxygène et rhydrogènc; 
pour le salpêtre, l'acide mlrique, et la potasse; et pour 
ceux-ci, l'oxygène, i'azoteet le potassium. L'oxygène, 
l'hydrogène» l'azote, etc., ne sont regardés comme 



et de ligne, rentre en quelque sorte dans celles de Legendre 
et de Staudt, mais n'est pas sujette au même reproche, puisque 
nous considérons la Ugo» oomme indéfinie, et le point comme 

la séparation entre la ligne négative et la ligne positive; ce qui 
est ]p mottro partout dans la ligne. O'iartt à la seconde défi- 
nitiou, elle n'est pas géométrique, mais purement philosopiiique ; 
elle est placée en regard de celle de Y infini»ient ijrand, et montre le 
point comme le résultat de l'abstraction de la grandeur, de même 
que l'infloimeot grand est le résultat de l'abstraction de la forme. 
Maïs toutes deux confirment notre postulat premier de la grandeur 
et de la forme et de leur union ind^ndante dans la figure. 

{ 1 ) I>e dictionnaire de l'Académie ne s'explique pas là-dessus; il 
parle des quatre ('hb)ients des ancienr., des éléments ou coîys simples 
de la chimie, des clciurnls du langage, etc.; mais les rHémmls, les 
parties constitutives d'une chose, il ne les connaît pas. 

(2) Au mot molécule, qu il détinit une pdiie parité, le diction- 
naire de TAcadémie parle de tnolieukt éUmenia^. 
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éiémeuto, qu« si Yqu coDSidère le corps chimique en 
général , de sorte que les élémeDts d*uo corps se 
troavent eux-mêmes composés d'autres éléments, et 
ainsi de suite. Mais alors le terme ^'éléments est pris 
dans un sens difi'érenl, que nous veiiuns d'indi<juer, 
celui do parties simples ou élémentaires. 

Cesl donc à tort que l'on fait quelquefois du point 
réiément de Tétendue. La négation de Tétendue ne peut 
nous donner la représentation en petit de Tétendue; 
avec la négation de Tétendue on ne peut produire Téten^ 
due. Confondre le point avec Télément, c'est se mettre 
en contradiction avec Fidée même d'élément. 

Appliquons maintenant cette théorie aux figures de lu 
jréométrie. I/élénient d'une figure, c'est donc la plus 
[)etite partie de celle lij^ure qui puisse nous donner 
l'idée de la ligure entière. L'élément de la droite sera 
deux points consécutifs; l'élément du cercle, trois 
points; l'élément de la parabole, quatre points, etc. 
En effet , ces deux points, ces trois points, ces quatre 
points étant donnés, on peut construire la figure 
entière à laquelle ils aj)partiennent. Il suit de là que 
l'élément d'une ligne droite se trouve être une partie 
constitutive de l'élément d'un cercle, d'unt [urahole, 
d'une ellipse; que l'élément d'uu eei'cle se trouve èti'e 
impliqué dans l'élément de la parabole, de l'ellipse, etc. 
Cette remarque nous conduit immédiatement à la théorie 
des contacts, des tangentes, des cercles osculateurs, 
des paraboles osculatrices, etc. Si l'élément d'une ligne 
est une partie constitutive de l'élément d'une autre 
ligne, la première est dite oêculatriee par rapport ft la 
seconde ; si celte première est une droite , on a la ta7i- 
g^te; si c'est un cercle, le cercle osculateur; si c'est 
une parabole , ia parabole osoUatricef etc. 
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Nous sonmes ainsi Fai^enés h notre classiGcation des 

figures, et les deux théories se confirment l'gne l'autre. 
Nous avous uu outre ici les unilés 4^ formfi dopt nous 
avons parlé plus liaul. 

En effet, qu'est-ce, p^r exemple , qu'un cercle oscu- 
lateur? G'ôst un cercle mesure auquel se rapporte la 
furni^ d'une courbe donnée autour d'un point; il (soest 
ô» même de la parabole oscvlatrice , et de la tangente. 
La tangente eist la plus 9mpl^ mesure des formes; 
par la tangente, on apprécie la forme de la courbe 
autour de ce qu'on appelle le point de contact , qui est 
proprement X élémen t de contact^ c'est-à-dire deux points. 
C'est ce qui explique l'importance des taii^^ciilcs et des 
normales eu géométrie, et celle des courbes osculatrices 
en giéométrie un^iytkiue. Ou voit .également par là 
pourquoi le dessinateur qui met yue courbe en perspec- 
tive, se contente de prendre la perspective d*unjuertaiu 
nombre 4le tangentes à cette courbe (1). 

Ainsi donc, pouvons aussi cousjulérer une 



, I ) C'est uj) lorl lies livret élémenUiiies ^ur ia ge^aiéU'iê, de ne pus 
donner quelques ex])licalions sur l'inlroduction de termi.'i ot do 
li^urcâ tejlg que I^s tangentes. L'élève est teuté de regarder c^Hes-ci 
comme de simples euri<«ités, et de mener par analo^e des cercles 
ttuagents à des couriies, cercles qui ne sont d'aucune utilité en gèo- 
méU^ie. Nous VQUdrÂons uutksi qu'au lieu de la définition ordinaire 
de la tangente, une droite qui n'a quiin point de commun avec une 
courbe, on introtîuisît enfin la définition réelle , ta tangente rsl une 
sécante qui yasse par deux ymints ronsérutifs En effet, outre ({u'elle 
ej»tla seule possible en géométrie analytique et en calcul dilTéreuliei, 
fdlB a Favantage (]e rend» raiami de ce fait, que la tangente est 
toute déterminée de pontion, ce qui est inexplicable au cas où elle 
n'aurait gu'un point de commun a;vee la courbe; car par un point 
on peut fiMre passer une infinité de droites. Ouant aux théorèmes 
élémentaires sur les tangentes, ils se démonl^rent avac la même 
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cmiife comme composée d'élémenU de droites y délé' 
ments de cercles, de partMes^ etc., suivant la Daturc 
de son propre élément; dans tous les cas , on peut la 

considérer comme composée d'éléments de droites. C'csl 
ainsi que l'oxygène fait partie de l'éléniciil de l'acide 
nitrique; l'acide nitrique, de TélémenL du nitrate de 
potasse; cl ainsi de suite. Enfin, considération qui 
nous a été utile dans la classification des figures, 
l'oxygène est plus simple que Tacide nitrique , parce 
q[ue les éléments du premier ne sont que des parties 
des éléments du second; et pour la même raison, 
Taeide nitrique est plus Mmpîe que le nitrate de po- 
tasse. Nous pouvons dire, par conséquent, que la 
ligne droite est plus simple que le cercle et que toute 
autre courbe, parce que sf»îi élément entre comme 
élément constitutif dans celui du cercle, et dans celui 
d'une courbe quelconque ; que le cercle est plus simple 
que la parabole, celle-ci que Tellipse, etc. Enfin, pour 
en finir avec les analogies , ces considérations sont d'un 
usage journalier en astronomie, où l'on ne peut souvent 
qu'observer une partie du ebemin des astres — ce qui 
est le cas pour les comètes — et , de cette partie , 
conclure la forme de la traiectofre. Les unités de 
l'orme y trouvent aussi leur emploi: tout le monde sait 
que Ton considère comme parabolique la trajectoire de 
la comète dans la partie qui nous est visible , ce qui 
revient à substituer une forme plus simple à une 
autre plus compliquée ; souvent aussi on regarde la 
trajectoire des planètes comme circulaire, et dans 
d'autres cas , quand il s'agit d'espaces de temps très- 
courts, comme recliligue. 

Il est inulile, croyons-nous , d'étetidre lu théorie des 
élcmcnls aux courbes à double courbure et au.\ sur- 
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faces ; cela n'offrirait plus d'intérêt. Quant à Tantinomle 
inhérente à l'idée de deux points consécutifs, elle 

est née avec l'idée de continuité , c'est-à-dire qu'elle 
est aussi vieille que l'esprit humain. Pascal l'a déve- 
loppée avec beaucoup de force dans ses Pmmes sur 
la géométrie en généraî. C'est là qu'il montre que deux 
indivisibles (deux points, d'après la définition d'Ëuclide) 
ne peuvent se toucher sans se confondre, ou sans cesser 
d'être indivisibles. L'élément est une limite fictive 
que notre esprit imagine pour s y reposer, de même 
qu'il imagine des unités de longueur, de surflsice, de 
volume, de temps, de force, etc. Si nous considérons 
une ligne droite, on une lig-ne quelconque, nous la 
voyons no pas cesser d'Mrc ligne, quelque petite qu elle 
soit ; c'est une conséquence immédiate de l'homogénéilé 
de l'espace. La petite ligne est aussi bien ligne que la 
grande, et il y a en elle autant de déterminations pos- 
sibles que dans celle-ci. Si pourtant nous prenons la 
ligne à un instant donné pour terme de comparaison, 
nous pouvons dire qu'elle devient j7/tt« grande, ou plus 
petite. De même que nous prenons une ligne arbitraire 
pour point de départ de notre procès , nous imaginons 
un point d'arrivée , qui , dans un sens , est l'inliniment 
grand ( 1 ) , dans l'autre sens, l'élément. Le procès est à 
sa fin quand nous avons obtenu une grandeur qui ne 
peut plus être augmentée, ce qui impUque une absur- 
dité ; ou une grandeur qui ne peut plus être dimi- 
nuée, autre absurdité. D'un côté; comme nous l'avons 
dit, nous supprimons la forme ; de l'autre, la grandeitr. 



{ 1 ) Toute courbe fermée peut et doit être en eflét considérée 
comme revenant indéfiniment sur elle-même. Le cercle est une 
spirale dont le pas est nul. 
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Mais ici — et. c'est riM i eiir de M.Ueberwc^ quand il croit 
obtenir le point par la division à l'infini, par la cniisi- 
dcration des termes d'une sfVie en progression décrois- 
sante — nous ne détruisons que le contenu , tout en 
conservant la forme ; nous nous arrêtons à la limite où 
la forme va disparaltf è ; n6ns conservons la déterini- 
iiatiofl elle-même — les deux points avec on contetio nul 
pour la ligne droite. Quand, sivéc M. Uebemeg, on rëdutl 
lY'Iément an point unirpie , on est en face de cette diffî- 
ciilté qu'on ne peut plus lever, celle de l'eproduire la 
droite. En ellet, si par tin iiroeès continu on a j'aineilé 
la (Iroile à sa pins jietite vnletir. à sofi élément, on doit 
pouvoir, par le procès inverse, parlant de cette plus 
petite valeur, revenir à la ligne primitive. Or c'est ee 
qui devient impossible (|Uand on ii*a plus qu*un point, 
car par un point peuvent passer une inflnité de droites 
autres qae celle qui l'a foti^nî. Enfin, en réduisant tous 
les éléments k dés points , il est impossiblé de parler 
encore d'éléments, dans le vrai sens du mot. 
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LIVIIË III 



CEITIQUE fiÉltmC ET SOlUTIOKl 



Ce livre est le couronnement de la Lâche que nous 
avons entreprise. Nous avons à y faire voir que l'exish 
tence de propositions indémontrées au seuil de la 
géoniéti'ie , leilc qu on renseigne aujourd'hui , provient 
de la non-application des principes déduits plus haut— 
ce sera Tobjet du premier chapitre — et, en outre, à 
édifier sur sa nouvelle hwM) la géuiaélrie lulure— ce 
sera la matière du second chapitre. La solution do ce 
double problème est , croyons-nous, le critérium le plus 
sur lie lu Ihéorie philosophique qui nous y a conduit. 



CHAPITRE V», 



D£S ANCIENS POSTULATS D£ LA GLOMÉTRIE. 

Ce chapitre comprendra deux paragraphes : dans le 
premier, nous rechercherons la nature précise du pos- 
tulat ; dans le second, nous ferons Ténumération métho- 
dique des propositions jusqu'ici indémontrées. 

{ l«r— OBiaiNE DSS A»Glia«8 POSTULATS DE Lk fiàMl^TBIB. 

« Un principe quelconque de la géométrie pure, dit 
Kant, nV^t pns plim analytique qu'un principe arith- 
métique. La proposition : entre deux pointa la ligne 
droite est la plus courte possible , est une proposition 
synthétique. Car mon concept de droU ne renferme Heu 
de relatif à la quantité ^ mais seulement une qualité. Le 
concept de plus court est donc complètement ^outé , 
et ne peut être dérivé par aucune analyse du concept de 
ligne droite. On a donc ici besoin de Tintuition comme 
de l'unique moyen de rendre la synthèse possible (1). » 

Hegel combat celle opinion de Kant : « On peut 
remarquer en passant, dit-il, l'étrange bizarrerie de 
Kant de soutenir que la délinition de la ligne droite 



( 1 ) Critique de la raison fnire. Introduction ; trad. de Tissot. 
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{le plus court chemin entre deux points) est une propo- 
sition synthétique, en ce que mon idée de droit ne 
renferme rien de relatif à la grandeur, mais seulement 
à la qualité. En ce sens » toute définition est une pro* 
position synthétique. Le défini, la ligne droite , est 
d'abord une intuition ou représentation , et la détermi- 
nation qu'elle est le plus court chemin entre deux points^ 

produit le concept Ce qui fait la différence du 

concept et de l'intuition, c'est que Tua n'est pas dans 
l'antre , et c'est pourquoi une définition est nécessaire. 
Il est clair à rôvidenoe que cette définition est analy- 
tique : la ligne droite se laisse ramener à la simplicité 
de direction; or, la simplicité prise en rapport avec la 
quantité (Menge) donne la détermination de plus petite 
quiuitité , et ici , celle de plus court chemin. » 

On pourrait renvoyer à Hegel l'expression inconve- 
nante dont il se sert à l'égard de Kant. O'i'^^t-ce que 
cette simplicité, qui, d'abord prise par rapport à la 
direction , l'est ensuite par rapport à la quantité , et 
qui devient le plus court chemin? En admettant que 
cela soit vrai , et que la simplicité de direction se laisse 
ramener à celle de plus court chemin, comment Hegel 
a-t-il pu soutenir que cette transformation était analy- 
tique, dans le sens que Kant attribuait à ce mot? 
Trouver que la siniplicilé de direction est intimement 
liée à celle de plus court chemin , n'est-ce pas njoulcr 
à l'idée de direction quelque chose qu'elle ne compre- 
nait pas d'abord , faire un jugement synthétique dans 
le sens kantien? 

Toutefois, voici comment s'exprime à ce sujet un philo* 
sophe de l'école de Hegel , M. Frantz, qui a appliqué 



^1 ) ^alm-philnsophie, { 256. 



aux mathématiques ea particulier la logique de sùù 
iDaitfe : 

«t En réalité, les objets de la mathématique, quoique 
déterminés par les catégories les plus simples, ne sont 
pas puremeiil simples; ils coiilicniient une pluralité de 
déterminations, et doivent en Aire eoiisidûrés cojiane 
l'unité. De là vient rinceplituile de snvoir quel carae- 
tère doit servir de définition. Ainsi, pourEuelide, la 
ligne droite est eeUe qu i est êituée eembiablement entre eee 
peints; pour Legendre, au contraire, c'est le plus court 
dtemin entre deux points. Ces deux déterminations sont 
différentes, mais chacune d'elles détermine la droite. 

» La définition donr , an contraire du concept , ne 
donne pas, en orénéral, toul le «^onlenn de la chuse. 
l'ai' suite, jMMjr pduvoir, au moyen de la définition, 
aller plus loin, Unis les moments (de l'évolution de 
l'idée) sont nécessaires; ei là est l'origine des axiomes. 
On ne peut donc pas rechercher ici un fondement à 
l'axiome « car il est clair en soi, et c'est, en quelque 
sorte i un ûiit de la conscience. » 

Vient ici l'énumération des cinq axiomes ordinaires 
de la géométrie. Arrivé au quatrième : une- ligne 
diiiitc est le jilus court chemin entre deux points; m, 
diuis le ras oii ei>Lte proposition eonstituerait la déli- 
nitifui de la <lroite : f/^'M,r lifjnes droites ne renferment 
aucun espace f M Franlz dit : 

« La ligne droite est déiei niinée qualitativement — 
droite — et en môme temps elle est une grandeur — 
nue longueur. Comme l'espace même est grandeur, ses 
propriétés qualitatives sont simplement de grandeur. 
La ligne droite ext donc en même temps grandeur et 
qualité. CM en même temps, rentendenienl no peut le 
saisir , il laisse l'une en dehors de l'autre, i'ar la déli- 
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rtition, là ligtte drôUe oe peut Hte déterminée que 
suivant Yune de ses déteminatiofis ; c'est pourquoi la 

seconde doit être posée comme proposit ion fondamentale. 
La définitiofi ronlient-plle, comme chez Euolide, seu- 
lement le rnonjeiil qualitatif do la ligne droite, alors 
l'axiome doit être qu'elle est le plus court chemin. 
— Cette proposition est indispen^^ahlc; eVst là-dessus 
<|oe rejiose la rectification du cercle , dont ËUclide ne 
donne paâ, il est vrai* la théoHe. Quand il limite comme 
axiome que deux lignes droites ne peuvent refifbrmer 
d^espaéCj il commet tout simplement une erreur; car 
ce n est là que le moment qualitatif, et on peut le déduire 
très-simplement de la déliiiilion. — La ligne droite est 
déterminée qualitativement quand elle l'est quantitati- 
vement, sa qualité est quantité, sa quantité est qualité. 
Gomme grandeur en général « elle n a ni cette gran- 
deur^! ni cette grandeur-là , mais Ut grandeur » qui la 
distiiigtie de toutes les lignes , car c'est précisément sa 
qualités Ltt simplicité de sa direction n'est doAc rien 
autre ehose que l'expression de son expansion comme 
grandeur (ffl/s eine Concentration ihi'es Ausseveinaniiera, 
(las sie als Grosse ist ); son <'\pafision , sa grandeur, est 
en môme lemj*s réduite ati imiiituiini — la ligne droite 
est le plus court elieniiri entre deux points. Legendre, 
qui accepte cette proposi(i<m comme détinillou, pose 
nvee raison le moment qualitatif dans Taxiome : d^un 
point àm antre on ne peut tirer qu'um eeule ligne droite. 
Il est clair que cette proposition n*est que la définition 
d'Ruclide soUs forme ttpagogique. Si Ton pouvait tirer 
entre deux points plusieurs liffnes droil<*s, celles-ci ne 
sfîraiciil pas placées semblahlement entre ions leurs 
|MHiits deux points de l'une d'elles apparliend raient à 
une autre, pendant que cellc-l^i serait placée en tous ses 
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autres points tni deliors de celle seconde ligne et par 
conséquent , aulrement. » ( 1 ) 

Quoi qu*il en soit de celte dernièro démonstration , 
C6 passage peut se résumer facilement en cette propo- 
sition : La ligne droite est déterminée qualitativement 
aussi bien que quantitativement ; et Tune des détermi- 
nations emporte Tautre. Sa détermination qualitative , 
c'est la constance de sa direction (si toutefois c'est là ce 
que signilie la déiinition d'Eiielide) ; sa détermination 
quantitative , c'est celle de plus court chemin ; prenez 
pour définition l'une ou l'autre de ces propriétés» le sujet 
dmte^ défini par Tune, aura n^esmirment pour attri* 
but l'autre; et Ton peut dire en axiome : la ligne droite 
(simpiieité de qualUé) est le plus court chemin {stm- 
fUeUé de qiumUté)\ ou bien : il n'y a qu'un plus court 
chemin entre deux points quelconques (simplicité de 
qualité) d'une àvoW.^ ( simplicité de quantité). Admettant 
même que la simplicité de qualité soit ia constance de 
direction, que la simplicité de quantité soit la longueur 
minimum — ce qui ne laisse pas de supposer en nous 
une grande dose de foi — en sera-t-on , en réalité , plus 
convaincu de la néeessUé de la liaison de ces deux attri- 
buts, liaison que ^entendement ne peut saisirf On 
cherche à prouver l'axiome par cette néeeniié , et c'est 
celle-ci qui forme l'essence de l'axiome. C'est tellement 
vrai que Ton sera toujours plus disposé à admeltre 
l'axiome géométrique : la ligne droite est le plus court 
chemin entre deux pomf«,que la proposition Hégélienne: 
la simplicité de qualité est intimement liée à la simpli- 
cité de quantité t parce que, dans les math^natiques ^ la 
qualité c'est la quantité. 



(1 ) Dit PhSUuapkie der JÊathmaHk: Leipsig, 1842, p. dS et suiv. 
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Mais Hegel a lait une rcmai'que im[)ortaute — qui 
donnait même raison à Kant , s*ll y avait fait attention 
— c'est que la Ugne droite (et nous pouvons syouler, le 
plan) est d*aborâ une intuiHmt ou r^prétenkUkn, Quand 
on dit : la ligne droite est le plus court chemin , il n*y 
a pas là une définitmi , inio équation exacte entre deux 
membres, il y a une propo.silion sur la li^oe droite : le 
sujet (ligne droite) est quelque ehose de connu, une 
iutulLion, et le plus court chemin est une propriété que 
Ton affirme de cette intuition. Aussi Tidée de droit , en 
tant que le plus court chemin » n'est pas proprement un 
concept dans le sens exact du mot, puisque /e;»/»» court 
chenmi ne forme pas toute sa compréhension. Pour 
que droit devienne un concept , il faut que l'on puisse 
en donner V essence ; il iaut qu'il y ait identité pour 
rciitendement entre rintuition primitive de ligne droite 
et l'attribut que l'on eu atlirmera. Cette identité obtenue, 
on pourra regarder cet attribut eomme définissant l'in- 
tuition, on aura remplacé ïvntuition par un concept; 
Tédification de la théorie sera possible. Or , quand on 
n*a pas saisi le caractère distinctif d'une figure, son 
essence, qu'on ne Ta aperçue que sous une certaine 
face , qu'on n'en a vu qu'une propriété plus ou moins 
saillante, comme c'est, en détiuitive, cette mma' qui 
est la raison dernière de l'ensemble des propriétés, il 
.est impossible de passer de l'une de celles-ci à l'autre 
par voie de raisonnement, car elles sont coordonnées 
et non subordonnées. Ainsi, la ligne droite est, en 
vertu de son essence jusqu'ici restée dans 1 ombre, 
à la fois le plus court chemin, c'est-à-dire» une mesure 
pour la distance; une ligne de direction constante, ou 
une mesure pour la direction; une ligne déterminée par 
deux de aea points , ou qui ne sort pas d'elle-même dans 
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sa rotation autour sas deux extrémité^; me Ugne 
éonâ tout lu pomu gmU umblablêmmU pîaeé$ (1 ) ; maië 
e'est eette êuenee qui est la raison de cbacupe de ces 
propriétés, et non Tuna d'entre elles (2), 




< n C'est aiui>i eacore ({u"<mi géométrio analytique, la définition de 
C la droite .(/ — as \ h. n'est rjue la tradutitioii 
\ Ue cette i«'oi»riéUi, ([ae ikuu: iriaugles recU- 
lignes êettMahk* ABC ci ADB mt les anglft 
égauXf et iont en partie superpouUtks. Deux 
dgures triangulairM ne jouiflaoni de cette pro- 
piièté, que ti leurs côtés sont djee droites. 

(2) îîjOUS trauôcrivoDS ici une page de M. Nori (ouvrage cilél, 
oi) c«ttf» coordination des propriétés IVaupf» les yeux , bien quo T^u» 
tnin- ait cherché à les suborflonnor los '.mes aux autros: 

« On appelle ligne droile ou simplement droite, le plus court clie- 
min d'uo poinX ù un autre : un chev(eu|)ien (lepdo dpi^ie l'idée d'uiic 
ligne droite. 

On peut encoro (?) concevoir la ligne droite, comme engendrée 

pur le mouvement d'un point, qui tend constammerU vers un môme 
point /îx«; ear il est évident (?) (|ue le diemin décrit sera le ])lus 
court, depniii le point de départ jufcffu'à celui d'arrivto. D'ailleuiv. 
ce plus court cljonïin C">\ vn'ujw Y , vu qw^ le point générateur ni* 
s'e&t délourné auciinenjent de sa dircctinn ou Imdancr primitive ? 
vers le point fixe, et qu'il ne peut y avoir deux tendances à la fois i ? . 

Il est éivident et Ton doit admettre comme axiome fondameoUil , 
que <f im pQifU à un autre U n'y a gu'une feule Hgne drmiet c'ttt-ft-dire 
qu'un seul plus court chemin. Ce chemin le plus court est donc la 
vraie distanrc du premier point au second. De Forto <|ue deux droiten 
«•oïncident entièrement l'ime avec l'antre, dés qu'elles ont les inémes 
i-xU-émité."' ; et l'une dellt-s ne saniait être j)lus draiio i]Uf; l'autre. 

Une droite donnée de longueur u a évidemment qu'un ;ieul 
mUieUt etc. 

TiiioR. Jkm droite» qtà wtl deujr pointe eotwmunt coïncident l'une- 
mee Foutre dems toute leiur étendue ieifime «I ne font fu*vm teule et 

même droite. 
( La démonstration sera citée plus bas ,. 

CoROî.. La droite AC no saurait avoir deui< prolongements difl'é- 
rents au-deià de cliacnno de ses extrémités, bien qu'elle puisse être 
prolongée à l'intini dans les doux gens opposés. De sorte que, par 
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Adnoettez comme définition ligne droile, soit Ja 
première, soit la dernière, force vous est d'accepter les 
autres, explicitement ou implicitement, sous le nom de 

postulats ou (V axiomes. Mais au fond ces prétendus 
axiomes sont de^s théorèmes , des jugemerils sifiithé- 
tiques , qui rcclament inipérieuscmcnt uuc déinons- 
tralion , ci qui ne seront jamais démontrés iaiil (jn'on 
ne sortira pas de loniière ancienne (1;. Or, tout 
théorème, louiQ synthétisa tion du concept, esl inic dé- 
fiomposition, une analyse dt la^ure, de l'inluition; 
leJ; si Ton se r&^rie à ce que nous avons dit des 
figures composées , on verra que cette analyse de la 
figure, est, au fond, la formation d'une figure com- 
posée. Quand je dis, par exemple, ({ue, dan:; le cercle, 
ks arcs sont proportionnels aux angles au centre, 
qu'est-ce aulre chose que distinguer sur le cci cle des 



detix points donnr<: on petti fuir'' fin>$rr qn'wv li'jnr (h^oUr. V.iv 
fonséquorit , deux yioiiUs suftiseiit puur licUnuaiior l;i pusiiiuu ti'uno 
<lroite dans l'eispace. Il est clair aussi que deux droiks ne iieuvcid se 
it^iper qu'en uni&ul point; e^rsi éHet- se coupaient en deux poiols, 
elles juraient ces deux p^ts cooiiniins et coïncideraient l'une avec 
l'autre , ce qui eet contre Pliypothèse . v 

(1) Pascal (Pensées, Réflexions sur la CniomHrie) est donc tombé 
dans une grande erreur, quaud il udil: " ne reroîinaîf. en -(éu- 
métrie . que les seules définitions que Us logiciens a[qjoileuL dé/ini- 
iiom de ri'»n, cest-â-dire que les irculcs impositions de nom aux 
choses que l'on a clairement désignées en termes puiiaiteuieiit con- 
nus. » Le plan et la droite, ne sont pas, en ce sens^ susceptibles de 
dAfiniliooB aominales; la difficulté pour le plan et la droite n'est 
pas de âxxjmr un nom à la çl»Me, c'est de dé$igna' cette chose. 
« Leur uUlitè et leur usage (des définitions de nom ) , continue-t-il . 
est d'éclaircir et d'abréper le discours, en ex])rimarit. par le seul 
nom qu'on impose, ce qui ne pourrait se dire ([u'eu plusieniK 
termes. <- Sans doute: maif^ dans le (jas qui nous occupe, ce août 
jcv plusieurs termes qui manquent, et qu'il faut trouver. 
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points arbitraires A, B, C, et établir uii 
rapport entre les arcs qui les lient 1 
Quand j'affirme que, dam un triangle, 
un côté est plus petit que la somme den 
deux autreu, n'est-ce pas y distinguer 
un côté, i opposer aux deux autres, el le leur comparer? 

De même, quand je dis : la ligne droite eHlefkts emrt 
chemin entre deux de ees pointe, n*ai-je pas analysé , 
o'esl-à-dire composé une figure t N*ai-je pus , en réalité, 

pris sur la droite AB deux points 
^ ^ C el D que j'y dessine, pour ainsi 

dire? Et comparanl la partie quelconque CI) avec toute 
autre ligne que je pouvais tirer entre les points C et D, 
u'ai-je pas trouvé que la dernière surpassait la première 
en quantité? Pour affirmer que les parties de la droite 
sont superposables si elles sont de même longueur, que 
je puis faire glisser CD sur AB, ne dois-je pas avoir, sur 
cette droite, tracé des points, composé une nouvelle 
figure, comme dans le cas cité oîi le cercle servait 
d'exemple ?]N'est-ce pas un théorejae, don L j'ai à prouver 
l'inverse et la réeipruquc. si je veux faire sei-vir en défi- 
nition !a pro|)riélé qu'il énonce, si, en d'autres termes, 
je veux être sûr qu'il exprime \ essence de la droite, et 
non une essence plus générale? Hais si, par intuition, 
je vois qu'il exprime cette essence ^ dont je ne possède 
pas le concept, comme alors la démonstration m*en 
échappe, vu que c'est ce concept qui en est le principe, 
f admets sous fonne de postulat Vinverse du théorème ou 
un autre théorème iVoà je puisse tirer cette inverse. 

iNous avons vu , dans le livre précédent, que la défi- 
nition doit être génétique ; c'est eu effet la seule ma- 
nière possible de traduire par une intuition un concept, 
et récipi-oquement. Nous avons fait remarquer alors 
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que la définition ordinaire de la droite, entre autres, 

nest pas dans ce cas (1); elle ne nous donne, en 
eflet, aucun moyen de tracer une droite entre deux 
points donnés. Nous avons donc à icoliercher quelle 
est cette essence fondamentale de la droite et du pian. 
Il y a cependant une différence entre cette essence 
que nous cherchons , et celle des autres figures de la 
géométrie: c*est que dans celles-ci, l'intuition succède 
au concept , tandis que la droite et le plan sont des 
intuitions primitives qui précèdent le concept. Ce ne 
sont pas des ligures arbitraires que je trace dans 
l'espace , et auxquelles je donne un nom. figures qui 
n'existent pas avant que je les aie cn^'cndrées , m;n"s 
des déterminations inhérentes à Tidée même de Tespace; 
ce sont des figures toutes tracées d'avance, comme 
les orbites des planètes, et je ne puis que rechercher 
comment on pourrait les engendrer. Mais quel que soit 
le mode de génération que j'imagine , que je fasse, par 
exemple, mouvoir une droite parallèlement à elle*mème 
sui' liiio antre droite , pour engendrer le plan ; que je 
suppose un point tendant conslamnient vers un point 
fixe, ou conservant la môme direetion, pour engendrer 
la droite ; les modes de génération sont plus com- 
pliqués que la chose elle-même, et impliquent déjà 
cette chose. 

Ces déterminations sont données avec l'espace lui- 
même, disons^nous. En eifet, comment engendrons- 
nous Tespace? Nous prenons le plus petit espace 
possible, ce qui ne peut pas devenir moindre, la limite 

(1; Il est remarquable qu'on n'ait jamaifi songé à dé0nir le plan: 
la fha petite des surfaces qu'on puisse appuyer sur deuae âroiies qui se 
coupent. Cette déitiiition serait pourtant la seule en haimonie avec 
ceUe de la droite. 
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extrême de la conlraciion de Tespace; puis, par le 
procès inverse, nous dilatons, nous amplifions cet 
espace. Or, les déterminations de cet espace élémen* 
taire, c'est-à-dire les surfaces élémentaires, les lignes 
élémentaires qu'il rent'eriiic, se dilaleiiL avec lui, par 
la même loi que lui , homogénéiqucincnl , et deviennent 
des pinns el des droites. De là, les détiuitioas suivantes : 

Le plan est une surface homogène; 

La droite est une ligne homogène ; 
c*est>4-dire qu'une portion de plan, majorée , engendre 
le même plan; qu*une portion de droite, majorée, re- 
produit la droite. 

Nous pouvons donc regarder Thomogénéité comme 
étant le caraclèrc yettélique de l'espace, du plan , de la 
droite. L'espace, le plan, la droite, sont les (iélurmi- 
uations qui ^'engendrent d'une tagoii homogène. Qu'on 
prenne un solide , une surface , une ligne au moment 
où ils naissent , et que l'on continue leur mode de 
génération , le solide deviendra l'espace infini ; la sur- 
face, le plan infini; la ligne, la droite infinie. 

Nos définitions de la droite et du plan sont devenues, 
grâce à la découverte de leur essence , de leur mode de 
génération , des définitions nominales et inversibles. 
Nous appelons Wjne droite^ une ligne liumogène; plan, 
une surrace bomugènc; et nous savons ce qne nous 
entendons par là ; nous savons comment on engendre 
une pareille ligne, une pareille surface. Et l'idée de 
cette ligne homogène, l'idée de cette sorfiice homogène, 
coïncident parfaitement avec ces intuitions primitives, 
ces déterminations qui nous sont données avec Tintui- 
tion de Tcspace; de manière que nous sommes arrivés 
à une vérilahic équation enlre celle intuition et le 
concept; nous avons nomiHaitaé la deiiniiiun. 
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Nous sommes mainleuaut à Té^^ard de la droile cl du 
plan dans la position où nous nous trouvions à l'égard 
du cercle , lorsque de nom il était devenu chose; c'est-à- 
dire que nous n'aurons pas le droit d'intervertir les 
théorèmes, ou les propriétés de la droite el du plan, 
sans une démonstration préalable. Après avoir dé-, 
montré que la droite est le plus court chemin entre 
deux points , nous ne pourrons pas dire sans démons- 
tration : le plus court chemin entre deux points est 
nécessairement la droite; pas plus que, après avoir 
prouvé que la droite est composée de parties égales 
et peut glisser sur elle-même, il no nuus serait per- 
mis de dire par inversion ; toute ii^ne composée de 
parties égales, ou qui peut glisser sur elle-même, est 
une droite — ce qui serait faux , puisque le cercle est 
dans ce cas. 

Maintenant que nous possédons les définitions de la 
droite et du plan» celles de la ligne courbe et delà 

surface courbe n'offrent plus de difficultés. 

La surface courbe est une aurfaee non homogène; 

Im ligne courbe est une ligne non homogène. 

Ces détinitions , négatives dans la forme, ne le sont 
pas en réalité. Ou n'est pas le moins du monde embar- 
rassé pour tracer une courbe, une ligne non homogène; 
la première venue remplira certainement cette condi- 
tion , en vertu même de la non-homogénéité réelle de y 
Fespaceet du temps. L'instrument qui trace la ligne, et la 
surface sur laquelle on la trace, varient à chaque instant 
et à ( hàtiue place, de nature, de propriété, de direction. 
L'espai t', le plan et la droite, au conti'aire, sont, en \ 
tant qu homogènes, des déterminations tout idéales» 
purs produits de la pensée, et par cela même, formes 
immuables , typiques , mesures par excellence. ' 
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11 est inutile que nous uous arrêtions à critiquer la 
défliiîtion ordinaire de la lip^ne courbe : une ligne qui 

iic^t m droite )ii composée de Urines droites, détinilion 
«qui se l)oriiC,dit M. Laniaile, à ciioncer deux iicgalions 
qui UL' peuvent mener « rioii , et qui n'ont aucun rapport 
9ve€ la nature intime de la courbe. » Des deux défini- 
lions que donne M. Lamarle, la suivante est seule 
irréprochable au point de vue géométrique : 

La courbe est la trace Sun point qui oe meut sur une 
droite nu^ito, le point gliaeant sur la droite^ et la droite 
tournant autour du point. 

Quant à l'autre délinilion : La courbe est la trace 
crun point qui ne meut suivant une direction incessamment 
variable y elle eomprend le ternie, non encore défini 
Convenablement, de direction; mais elle est acceptable 
de tout point, si Ton admet que la droite est la ligne 
do direction constante. 

Pour ce qui r^arde la ligne brisée^ c'est-à-dire la 
ligne composée de lignes droites, ce n'est pas une ligne 
simple , mais une ligne composée, une figure. D'ailleurs, 
la ;4C(jmétrie ne s'en occupe que sous le iiuiu de poly- 
gone, uu de pcrimètrey et non sous celui de ligne bisée, 
qui est supei llu en tête des éléments. 

I 2. — âNUHÉBATION DES A1VCUN8 POSTULATS DB LA. GÉOXÉTBIE. 

!!• hi Mia. 

On a donné uu ^raud nombre de définitions de la 
ligne droite. 

1. La ligne droite est une ligue indi'linie qui est le 
plus court chemin entre deux quelconques de ses 
points (Biancbet). 
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â. La droite est la plus courte des lignes qui ont les 
mêmes extrémités (Àrchimède); ou bien : 

La droite est le plus court chemin d'un point à un 
autre (Legendre) (i ). 

3. La ligne droite est celle qui ne sort pas d'elle- 
même quand on la fait tourner autour de deux de ses 
points (Peyrard , suivi par M. Ueberwog). 

i. La ligne droile est cclio qui est scmblablement 
placée entre ses points ( Euciide). 

5. La ligne droile est une ligne de direction cons- 
tante (adoptée par M. Ueberweg). 

Dans les deux premières définitions, on iliiit inter- 
venir les idées de dUtanee et de minimum, qui n'entrent 
pour rien dans la représentation de la ligne droite. 
On fait à priori de la ligne droite une mesure pour 
la distance, tandis que si la ligne droite est propre 
à mesnrer les distances, c'est en vertu de sa nature. 
Cette définition est en outre circulaire et néfjativc. 
^Circulaire : en efl'el, pour donner l'idée de la droite, 
elle dit : entre deux points tirez toutes les lignes 
pos9&/ie8, et la plus courte sera la ligne droite. Il y a 
d'abord impossibilité matérielle de tirer ce nombre infini 

(1 ) La définition de Legendre et celle de M. Blanchet pèchent par 

leur rédaction : Qu'est-ce qu'une ligne qui est un chemin? Pourquoi 
fairp intervenir la notion du chemin dans celle do la ligne? El d'ail- 
leurs , si l'on avait à définir le chemin, on serait très-embarrassé, 
h moins de recourir à la notion de Ugne. legendre et Archimède ne 
définissent que la portion de droile , et non la di'oUe elle-même ; 
et M. Blandietf en voulant corriger ce dèCiiut, a renoontré une 
phrase aases oheeare dana laquelle il dit que la droite indéfinie, un 
ehmin indéfini par conséquent, est le fins court chemin entre deux 
de ses points. La rédaction la plus exacte était odle^ci : 

La ligne droite est une ligne indéfinie demi vhnmm dcn pnrliom est 
ta ligne lu plus courte qiie l'on puisse tracer entre In dmx points qui 
limitent reile portion. 
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de ligaes entre deux points: on se contentera donc d'en 
tirer une certaine quantité. Aura-t^on le bonheur de 

rencontrer la droite parmi celles-là? Admettons-le. 
Mais comment la distinguer de ses compagnes? C'est la 
plus courlc, dit-on. Ur, pour reconnaître qu'une ligne 
est plus courte qu'une autre , on doit ou les rectifier 
toutes deux, puis les superposer; ou bien posséder 
une mesure fixe, qui ne peut être qa*une droite, une 
ouverture de compas, par exemple, qui, appliquée sae- 
cessivement sur les deux lignes, servira à les comparer. 
— Xégative : car , supposez même cette constatation 
possible, on a bien le moyen de reconnaître si une ligne 
donnée est droite ou non, m;jis non celui de tracer entre . 
di iix I Diiils une ligne satislaisant à la coudition d'être 
le ]-lus LuurL ciiemin. La définition n'est pas génétique. 

De là suit — et cette remarque deviendra oQcore plus 
intelligible quand nous aurons discuté la défmition du 
plan— que Texistenoe possible, entre deux points, d'un 
plus court chemin ou d*une droite , n*est pas établie. 
Aussi Euclide demandait avec raison : 

Qu*(m puiêêê cùnduire une droite d^m point quelconque 
à un point quelconque. 

Comme nous l'avons dit, dans cette proposition, 
le sujet, la ligne droite^ n'est pas un nom donné au 
concept exprimé dans l'attribut, mais une chose. 
Cette prétendue définition eei donc un théorème non d^ 
montré iur la droite. Pour que ce théorème puisse 
servir de définition, il faut qu*il soit inveraible, il faut 
que Ton puisse dire : tout plus court chemin entre deux 
points est une droite. Or, le postcrlat suivant : 

Entre deux points ou ne peut tirer qu'une ligne droite , 
admis par Legcndre et M. Blanciiet, et placé par eux 
au nombre des axiomes , permet de faire cette inver- 
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flion (I). Mais oette proposition n'est pas plus un 
axiome que œlies-ci : Par un point, on ne peut fiiire 
passer qu'une brachîstochrone ; par trois points, on lie 

peut faire passer qu'un cercle; par cinq points, on ne 
peut faire passer qu'une section conique , etc. 

Ën outre, la définition et le postulat ne s'appliquent 
qu*à la portion de droite. Quand on a tracé le plus 
court chemin entre deux points, et que l'on veut pro- 
longer la ligne, n'y a-t-il qu'une seule manière de le 
fiiire? En d'autres termes— inverse de la définition 
(théorème) donnée par M. Blanchet — toute ligne qui 
est le plus court chemin entre deux quelconques de ses 
points est-elle droite? Le postulat suivant, posé par 
cet auteur, autorise une réponse affirmative : 

Quand deux portions de droites coincidmt , il faut 
regarder comme évident qudles coïncident dans toute 
leur étendue (2). 

Outre ces postulats, il existe trois autres proposi* 
tions indémontrées et indémont^ables, qui ne sont 
mentionnées dans aucune géométrie; les voici : * 



(1 ) Il ne suit pas de ce que la ligne droite est un minimum, que ce 
minimum soit nécaasairament unique. Entra deux points d'une sur- 
tue» donnée (un fruit à côtes, par exemple), il peut y avoir plusieurs 
plus eourts chemins. 

(2) Ce postulat est remplacé, dans la géométrie doLegendre, par la 
proposition Ul, dans laquelle l'auteur démontre que si h partir du 

point C, la droite ÂG se bifurquait en CD 
et CE, les angles droits FCD et l-CE ne 
seraient plus égaux. Mais quand il a dé< 
montré que les angles droits sont égaux, 
il ne s'est pas placé dans riiypotiièse que 
D cette même droite A C pût se bifiurquer, 
auquel cas il y aurait eu deux perpendiculaires possibles, CF et 
CG A un même point C d'une droite, d'où l'inégalité des angles 
droits. Il y a donc cercle vicieux. Nous n'insistons pas sur ce point 
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Lorsque deux droites se rencontreiU^ eUes passmt 
éhacune à l'autre côté de l'autre; en d> autres termes, 
eUee se coupent; 

Lorsque deux àmtes d^un même plan ne se rencontrent 
pas (sont parallèles), elles restent chacune du même 
coté de l'autre. 

Lorsque deux droites dun même plan ont cliaeune 
deux de leurs points situés des deux cotés de r autre; 
elles se coupent (i). 

Nous rencontrerons la première proposition en 
parlant de ]*angie ; la seconde en est la réciproque , et 
la troisième Tinverse. 

Enfin, un dernier postulat tout aussi important, 
et qu'il est, croyons-nous , impossible de rattacher aux 
préccdeiits, peuL s'énoncer conunc suit : 



que l'ordre loi^e des propositions, auquel avait visé L^^dre^ est 
ici rompu, une proposition sur la droite Tenant après une propos!' 

tien sur les angles. 

M. NoPl I Ti-nilr (!'• iironti'h i'' fi de Tritjono7)utrit' ) a donin'! Li(^ 
co théorème une autre dcuiunsUaliou meilleure que celle Ue 
Legendre, mais qui n'est pas à l'abri de tout reproche. Si une 
P droite AB prolongée se bifarquait «i B àoi* 

— C vant BG et BD I en làiBBnt tourner la droite 

ABD autour du point A, on doit pouvoir amener un point de la 
portion BI) sur un antrr de la portion RC; soiti, ce point devenu 
coramuii; alors entre les deux points A H I, il y aurait deux lignM 
droites, en qui est impossiltle , vu une propositiou précédente. — 
Mais cette di^monstration s'appuie sur rimagination qui se rejiré- 
sente la forme do ia droite : pourquoi un des points Ue BD doit-il 
rencontrer BG? Si BG avait la forme d*un arc de cercle de centre A, 
par exemple» la rencontre n'aurait pas lieu. Gela suppose, en un 
mot , qu'un point de BD ne puisse contourner BC, comme le dit le 
postulat que nous énoncerons tsntôt. 

(i) Ainsi, quand on énonce le théorrme que In dîng'maks d'im 
pnralUlogramme nf rnupent en parties égales, on admet subreptice- 
ment qu'elles se coupent. 
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Une porUm 4e droite prolongée euf/ieamment , sort de 
foui eepaee qui la renferme, 
M. Ueberweg seal a essayé une démonstration d*on 

cas tout particulier qui se présente dans la théorie des 
parallèles; et Euclide semble, de son côté, avoir aussi 
entrevu la difficulté, puisqu'il demande: 

Qu'on puisse prolonger indéfiniment suivant sa di- 
rection une droite donnée ( i ). 

La troisième définition donne lien aux mêmes ob* 
jectîons : Texistence dune ligne qui peut tourner sur 
elle-même» ii*est pas établie; aussi H. Ueberweg l'admet 
comme un fait empirique. Cette définition est négative; 
tout au plus permettrait-elle de reconnaître si une ligne 
donnée est droih nu non. Enfin, outre la plupart des 
postulats précités, elle suppose que la lujne droite est 
la plus courte de toutes celles qui ont les mêmes 
extrémités. 

La définition d'Ëuelide se rapproche assez de la nôtre. 
H. Ueberweg a dirigé contre elle quelques critiques 
auxquelles nous renvoyons (2), en prévenant toutefois 
le lecteur que, des deux interprétations qu'on en donne, 

nous clioisissons la première. D'ailleurs, cette définition 
esl peu précise, puisqu'elle contient le ternie non défini 
de sonblablc; elle est en outre né^^alive et surabondante, 
chaque point de la droite devant se placer semblablement 
par rapport à tous les autres, quand deux suffisent pour 
en déterminer la position : il y a donc à établir l'existence 
d'une telle ligne. Enfin, elle laisse subsister également 
les postulais précités. Ainsi , Euclide pose en axiome 

(1) Ainsi, quand par le centre d'un cercle on tire une droite 
comme diamètre, il n'est pas établi que cette droite ooupe la 

circonférence. 

(2) Voir, à ia fln de cet ouvrage, ia dissertation de cet auteur. 



- 18S — 

que deux drùitei m peuvent renfèmer m êêpaee » et il 
ne touebe pas la question de savoir si la droite est un 
minimum. 

La cinquième définition de la droite est la plus en 
vogue aujourd'hui (1 ). Elle implique une dénniLiou de 
la direction, que beanroup ne dumient pas, et que 
M. Ueberweg (2) énonce de la manière suivante : « La 
direction est la relation du lieu d'où part un élément 
mobile ou conçu comme mobile, au lieu où il va (3). 
Nous entendons par fietoft'oti de deux lieux ^ la nature 
du passage d'un élément géométrique d*un lieu a' à un 
autre laquelle découle de la différence entre la 
situation do lieu h» k Végard du lieu a\ et la situation 
de ions les aulK s lieux que peut occuper b' dans son 
moiivemenl autour de a'. » (4) 

Examinons d'un peu plus près cette délinilion de la 
direction. 

Un lieu , dit l'auteur, n'est pas identique avec tout 
autre lieu qui a la même figure : ce par quoi il s'en 



( 1 ) Citons pour mémoire seulement la définition de Platon : 
La droite est la ligne dont les extrémités sont ombragées par les points 
<fil«rmMi«'rM.— BUe suppose le point luminsiix plaoè sar la dioite; 
elle implique que la iumitoe se propage ea ligne droite, corde vi* 
deux; enfin elle appelle à son aide des notions extra-géomé- 
triques ; et elle ne supprime aucun des postulats mentionnés. 

' Voir la dissertation de cet auteur, à la fin de Cet ouvrage, et 
la logiqm du même , page 305. 

(3) On est tenté de dire : où il se dirige. 

( 4) La rédaction première , telle qu on la trouve dans les Archives 
pédagogiques, était conçue en ces termes: On D(Hnme diraetion 
linéaire la nature du passsge d'un point « vers un autre point fi par 
un chemin que ces dem pomU déterminent eomplHmat$ , laipelle 
découle de la différence entre la situation duseeond point ^ à l'égard 
de « , et la situation des points de son mouvement autour de « à 
l'égard de ce même point «. 
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distingue, o*66t m iititation. De là, les expressions : 
situation à l'égaiti d'an autre lieu, ou par rapport A m 

autre lieu. I.e point b' peut être dans une infinité de 
situations par rapport au point rt'; ce nombre infini de 
situations forme une surface sphérique autour de a'. La 
situation particulière de est déterminée par rapport 
aux autres situations possibles ; et la nature du passage 
de a* vers ^, laquelle dépend de cette situation particu* 
Hère , est la éUreetion (1). 

Sous toutes ces propositions un peu obscures se 
cachent plusieurs défauts et même des cercles. 

1*" La définition de la situation peut Hvc philoso- 
phique, mais elle n'est pas géométrique; cai îoiito id<''0 
gcoméiriqne demande sa mesure. Sans dt»n(e , une 
figure se distingue d'une autre qui lui est éirale , par sa 
situation ; mais cette distinction est toute négative, 
c'est-à-dire que Ton ne dit pas en quoi consiste cette 
diffiSrence. Si nous nous figurons dans Tespace deux 
points.a* et ^ , noue voyons bien que ^ a vne autre situa- 
tion que a' ; mais quelle est cette situation? M. Ueberweg 
ne nous l'apprend pas. En d'autres termes, si nous 
déplaçons le pointé', comment retrouver sa place anté- 
rieure? Qui ne voit que cela n'est possible que par la 
direction a'b' et la distance a! b' , ou tout autre moyen 
(des coordonnées d'une nature quelconque) qui implique 
les notions précédentes ou même de plus compliquées? 

S* La situation de V peut être diflTérente, sans que la 
direction le soit. Tous les points d'une droite ont des 
situations différentes, quoiqu'ils soient tous dans la 
même direction. 



( 1 ) La première rédaction ajoutait , et, selon nous , avec raison : 
tn tatU quê cêfouage ut déttrminépm' le* poifUt a' «i K 
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3" M. Uebemeg répond : cette situation de ^ est 
déterminée par rapport aux auirM lieux de son mou- 
vement autour de a^ Mais cette détermination est 
surabondante ; on peut lui faire robjection que, avec 
M. Ueberwejî, nous iaisons à la dulinition du plan. 
(Voir plus bas). En efi'el , cette siLualion étant 
déterminée par rapport à deux de ces lieux sur celte 
surface sphérique, elle est déterminée par rapport à 
tous les auires. De manière que, d'après cette défi- 
nition » pour avoir le point il faut supposer donnés 
ses rapports avec tous les autres points, et» comme 
deux de ces rapports suffisent, on se trouve dans l'emr 
barras quand il s'agit de satisfaire aux autres, à moins 
que cela n'ait lieu de soi-même, ce qui est à démontrer. 

4" Dans la première rédarlion, M. Ueberweg a joutait : 
En tant que lepanna^e est déterminé par le point de départ 
et celui d'arrivée. Explicite ou implicite, cette incidente 
est nécessaire ; car toutes les espèces de passages de 
a' vers ^ ne sont pas propres à mesurer la direction. 
En tout cas , c'est là en effet une propriété de la 
direction. Mais il est plusieurs de ces passages (pii 
sont déterminés en quelque façon par le point de départ 
et celui d'arrivée ; la cycloïde , par exemple. Cette 
courbe est-elle uni^ direction ? 

Dans la débnition même de la droite, la qualifica- 
tion de constant suppose la variabilité possible de la 
direction ; or, nous ne pouvons apprécier la constance 
ou la variabilité de la direction , qu'au moyen d'une 
direction fixe , constante. Le cercle est manifeste. 

6** Cette définition est toute négative ; c'est-à>dîi« 
que, si elle permet, la constance étant supposée facile 
à constater, de reconnaître si une ligne donnée est 
droite ou non, elle n'indique cependant aucun moyeu 
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do tracer la droite : comment peul-oii placer un trot* 
sîème point € dans la direction uè V ? la détlnîtion ne 

le dit pas (1). 

La délinition de la droite que nous vouons d'cxamiuep 
ne supprime, pa.-. plus que les aulrcs, aucun des pos- 
tulats ordinaires sur la ligne droite. Elle n'est qu'une 
proposition sur la droite , un vcritablo théorème ; de 
sorte qu'il reste à établir que : 

TQt^& Ugtte de direeUm constainte est une droUe, 

M. Ueberweg a essayé de cette proposition une 
démonstration dont voici les termes : 

La ligne droite ( troisième définition ) est une ligue 
cléterniinée cnticrenieut par deux de ses points ; la 
direction est déterminée par deux points , celui de 
départ et celui d'arrivée ; doue la ligne droite est lu 
mesure de la direction. 

Ce raisonnement est rigoureux dans le cas où la 
prémisse est mise sous forme inverse: toute ligne 
déterminée par deux de ses points est une ligne droite ; 
ce qui est possible pour M. Ueberweg ; car, dans son 
expérience 111, il pose en fait qu'il tfexiste qu'une ligue 
qui ait la propriété de tourner sur elle-même. 

])« plan. 

Le plan 9 disent Legendre et M. Blancbet, est une 

surface sur laquelle, prenant deux pomis à volonté^ et 



( 1 ) Bafln, il y a cercle vicieux en français dans les mots direelion 
et droite , car droit «gnifie dtrecl : et Ton définit la direction par la 
ligne directe. Ce défaut toutefois n'existe pa« en allemand où les 
mots gcrade et RiclUung semblent avoir des racines un peu 
différentes. 
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joi^notti m deux poinu par une dmte, eetU ligne est 
tout entière dans la surface (i). 

Voyons si nous pouvons construire cette surface. 
Supposons un point fixe dans Tespace et une droite 

lixe; puis par ce point, faisons passer une infinité de 
droites (jiii s'appuient tontes sur la droite fixe : nous 
engendruiis ninsi une ccrlaine surface. Cette surface 
est-elle un plau? i^our qu'il en soit ainsi , il laut que 
toute draite, passant par deux de^'ses points, y soit 
oontenue tout entière ; or , cela n'est pas démontré ; 
et Ton doit prouver que, étant donnés un point et 
une droite quelconques sur cette surface ainsi engen- 
drée , si Ton fait comme précédemment mouvoir une 
droite par ce poinl et sur celte droite, mi engendre 
identiquement la même surface; et tous les points et 
toutes les droites de celte surface duivent, si c'est un 
plan, satisfaire à celle condition indispensable. La 
défiiiifînn du plan, comme on le voit, implique une 
mtinité de conditions dont une seule suffirait. U devrait 
donc exister pour le plan un théorème ainsi conçu , qui 
est à Tétat de postulat implicite : 

Tmte mrfaee mgenérée par le mouvement d'une droite 
(génératrice) , qui , passant par un point Jxxe , s'appuie 
constamment sur une droite fixe f'directriee ), est un plan; 
et dont la démonstration consisterait à clahlir que 
si, dans cette surface, on prend une droite fixe et un 
point fixe quelconques, et qu on fasse mouvoir une 
droite par ce point et sur cette droite, on engendre iden- 
tiquement la même surface; ou plus simplement que: 

( I) La déflniUon suivante esl pirréiablo : !,c plan est une stirfuce 
sur laquelle une droite peut s appliquer Imil mliii e dam lous les sens. 
Ou , Bi Ton veut rendre l'intention précise de Legendre t U plan cs< 
une surface ^Ums togue/te tombe tout entière vne droUe quekonque qui 
y a deux de ses points. 
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T&ute droite qui iappuie sur deux génératrices s'appuie 
sur toutes, 

La chose n*a pas été faite , et d'ailleurs elle ne pou- 
vait rètre : on tourne forcément dans un cercle vicieux, 

et l'on démontre des théorèmes tautologiques , par 
exemple : 

Théorème. Une li>ne droite ne peut être eu partie 
dans un plan , et en partie dehors. 

Schidie, Pour reconnaître si une surface est plu ne , il 
faut appliquer une ligne droite en différents (il faudrait 
en tous ) sens sur cette surface , et voir si elle louche la 
surface dans toute son étendue — méthode de vérifi- 
cation qui n*a rien de rationnel et est tout empirique. 

ïlit^'itmie. Tai' deux droites qui se coupent, ou peut 
l'aire passer un plan et on n'en peut faire passer qu'un 
seul. 

Démonstration, Par l'une dos droites on t'ait passer un 
plan (ce qui est possible), et on le fait tourner jusqu^à 
ce qu*il passe par un point de l'autre droite , etc. Mais 
la question est de savoir s*il doit nécessairement passer 
par un point de cette autre droite. Un cône de révo< 
lution qui aurait son sommet au point de rencontre des 
droites, pour axe la première, et pour génératrice une 
droite différente de la seconde, ne rencontrerait jamais 
un point de cette seconde; et puisque ce Ihéorèmc est 
destiné à donner une idée du plan, on ne doit pas 
supposer celte idée p!*éexistanle. 

Théorème, L'intersection de deux piaus est uue ligne 
droite. 

Toutes ces propositions disent beaucoup moins que 
la définition du plan elle-même. 

Appliquons enfîn à une proposition célèbre , le 
postulalum d'Euclide , les modes de démonstration 
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employés pour le plan, et l'on verra combieu lis sont 
illusoires. 

BéfiniUm* Nommons paraît^ deux droites situées 
dans un même plan , qui font avec toutes les droites 

qu'on peut tirer dans ce plan, des angles corres- 
puiidanls égaux. 

Celle définition admise sans démonslralion, sans 
qu'on s'enquière de la possibilité de tirer une droite 
parallèle à une autre droite donnée , on arrive à des 
théorèmes analogues à ceux que donne Legendre sur 
le plan, à savoir: 

TImrème. Une droite ne peut être en partie parallèle 
à une autre, et en partie non parallèle; c'est-à-dire deux 
parallèles restent parallèles dans toute leur étendue. 

Théorème. Par un point on peut mener une parallèle 
à une droite donnée, et Ton n'en peut mener qu'une 
seule. 

DémotmtratiùH» Par le point donné et un point de la 
droite donnée, on lire une droite; puis au point donné 
on mène une droite qui fasse avec la droite auxiliaire 
le même angle que celle droite auxiliaire avec la droite 
donnée. Gela est possible , et u*est possible que d*une 
seule manière. 

Théorème. Deux parallèles ne peuvent se rencontrer. 

Démonstration. Car, si par Ii {mint de rencontre on 
menait une droite , celle-ci ne i'crait pas le même angle 
avec les deux droites parallèles; ce qui est contre la 
définition. 

La conclusion de cette critique, c'est que la définition 
du plan est surabondante , contient plus de conditions 
qu'il n*en fkut pour le construire, et par suite qu'elle ne 
peut être admise qu'à l'aide d'un théorème, qui eu 
établit la possibilité ou l'existence. 
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La possibilité de tracer des figures recliiigues est 
duiic une supposition toute ^mtuite; cL l'on peut dire 
à ce point de vue que la géométrie niiiuquc de hase. 

I.a définition d'Enclide a les inômes iuuouvéïxients, et 
de plus pèche par le vague : 

La aurface plane est celle qui est semblablemmt placée 
entre ses droites, 

te mot sembUtblement d'ailleura ii*est pas défini. 

M* Uebervv eg définit le plan : le Heu géométrique de 
tous les points à égale distance de deux points fixes. 

Ces définitions, comme celle de LcL^endre, sont des 
.théorèmes. On ne peut pus dire : «J'appelle plnn^ le lieu 
géométrique, etc. «,parce qu'on Mppelle///«M, une intuition 
primitive , de laquelle on ne peut ailirnier qu'en théo- 
rème ^ qu'elle est un certain lieu géométrique, ou une 
surface semblablement placée entre ses droites. 

De r«ii|^e. 

1. La ligure lormée par deux drûiLeàqui se coupeiit(i) 
s'appelle an^/a (Blanchel). 

2. On nomme angle, la dilt'crence de deux directions 
(Ueberweg). 

3. Lorsque deux droites se rencontrent, la quantité 
plus ou moins grande dont elles sont écartées Tune de 

l'autre, quant à leur position, s'appelle ;mi,'lc(Legendre). 

4. Un auffle plun est finclinaison nmtuelle de deux 
lignes qui se touchent dans un ])lan , et qui ne sont pas 
placées dans la même direction (Ëuclide). 

5. Vangle est l'espace plan infini compris entre deux 
droites qui se coupent (Bertrand de Genève, et quelques 
autres auteui*s). 



(I) Il serait préféralilo de dire : Qm partent Sun même point. 

13 
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Chacune des deux premières définitions, prise sépa- 
rément, est incomplète, M, Blanchet ne délinissant 
que la [orme de l'angle, el M. Ueberweg la grandeur 
seulement. A elles deux, elles constituent une délini- 
tion qui ne laisse rien h désirer, pour autant qu'on 
possède celle de la direction. 

Celles de Legendre et d'Ëuclide sont obscures : 
qu'est-ce que direetian, poHUm^ ûieUnaUm, écarle- 
mmif II est fort difficile de définir l'un de ces termes 
sans y faire intervenir déjà la notion de Tangle ( 1 ). 
Comment d'ailleurs mesurer cet écartementt Lorsque 
plusieurs angles se suivent de luanière à avoir deux à 
deux un côté commun , Tangle résultant est-il toujours 
égal à la somme des composants (2)? 

La cinquième déi^mUou de laugie a été imaginée 



( l) Qu'on nous permette de citer ici quelques définitions du IHc' 
tionnedre de F Académie, qui mettent cette difOcullé en évidence : 
L'oncrle» c'est Vwœrtwre de deux lignes qui se rencontrent en un 

point . Vinclinaison qu'elles ont l'une sur l'autre; 
L'inclinamnf c'est ïobUquUé d'une ligne ou d'une surface sur une 

autre; 

V obliquité , c'est Vinclinaison d'une ligue ou d'une surface sur uuc 
autre. 

Uotnwrfwv , c'est Viearlementi 
Véeairtêmenf, c'est Vétei^ntmieiU: 
L* ^ùignmiiU, c'est la dUtanee, 

Direction se dit encore du côté vers lequel une personne ou une 
chose se ditige^ est dirigt^r ou imtrnè'' , ot iki m ou veoient de quel- 
qu'un ou de quoique chose dans un certain sens : 

fliriV/' sit,n)ilie aussi faire aUer, conduire dans uu certain sens, 
toui'ner d un certain côté; 

Tourner wrs, c'est marcher, se diriger vert; 

Sens signifie encore un des câtée d'une chose , d'un corps ; 

C6U se dit pour endroit ^ partie quelconque d'une chose. 

7^ Celan'u pas lieu, si les angles ne sont pas dans le même plan 
(voir la dissertation de M. Ueberw^, introduction). 
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pour servir à la démonslralioii du poslulalum d'Euclide. 
L'angle PBD, disent ces auteurs, est composé d'une 
infinité de bandes parallèles et égales, telles que PBF£ 
oa NPBD. L'angle £FD en contient, il est vrai, une 
de moins; mais, comme toute quantité finie est nulle à 
Végard de l'infini, on peut dire à la rigueur qQ*il est 
égal à Tangle PBD. 

Sans parler de ce principe auxiliaire sur l'infinL 
qu'il serait dangereux d'introduire dans les éléments, il 
/ , suivi ait de cette explication 

it- M-—^ -N que deux anp^los adjacents 

/ f / P B D etP B C seraient égaux 

® — ^ * comme composés du même 

nombre de bandes parallèles telles que NPBD et 
MPBC (1). Ou bien encore, comme Ta fort bien fait 
remarquer iM. LamarJe {-^), il s'en suivrait que les 
angles sont enti e euxconiuju iturs sinus. Autre consé- 
quence absuide : si l'angle est une portion de plan, il 
doit jouir des propriétés d'une portion de plan en 
général; or, toute projection d'une surface plane sur 



: î ^ Il n'est pas vrai que rniiL'ic ^uit composé de bandes parallèles 
égales, car si on termine TangJe par un aie do cercle — ce qui est la 
seule manière rationnelle de le terminer, — les Landes parallèles di- 
minuent à mesure qu'on s éloigne du sommet. Eu dellnitive, ces 
auteurs engendrent l'anale au moyen du mouvement isogénique de 
la bande A le long de la droite BD, il fout donc admettre la propor- 
tion : PBD : « PBG : PM. Or, PM est évidemment égal A Plï 
( par abus de langage, en attribuant Tégalilé aux iDflRÎment grands), 
donc les angles PBD et PBC sont égaux, ce qui o:^f, absurde. — Le 
mouvement générateur véritable est celui de la droite BP autour 
du point B (voir ce que nous disons à la page 153 sur Fisogénéité). 

l2) Moniteur de l'Eimigmmenl, année 1852, nouvelle série, t. I, 
p. 298. On peut lire dans ee recueil une discussion curieuse eutre 
cet auteur et M. lioei , & propos de cette définitioiu 
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un |)lîni , L'sL au pt'ofluit de colls" ilLiiiière parie 
cosinus (Je l'un^le fiu'ellc lait avec le plan de prujcelioii. 
Gomme de doux anî^^lcs l'un ptutl toujours être re* 
gardé eoiunie élaul ia projcclioii de l'autre , il s eu 
suivrait que les angles seraient entre eux comme leurs 
tangentes (i). 

Des parallèle*. 

Nous arrivons eniiu au fameux [)osliilaluin trEuclidc, 
cnix (jeometmrum , (lu'on a cherché à éviter en donnant 
dos définitions plus OU moins forcées de l'angle ou des 
parallèles (2), comme si une déliaition pouvait reni- 



( 1 ) G*eBi pour la théorie do Tangle qu'il spraît nécessaire de dé< 
montrer le postulat mentionné plus haut (que deux drmtes qui se 
rencontrent se coupent). Sans cela, la proposition que les angles 

opposés par le sommet sont égaux, par exemple, pourrait être 
soupronncc de démontrer la propriété fWmç tk'iirc (jui ircxistn pas. 

i 2)0n connaît la défuiilion ordinaire .-/-' a parulUimonl iks clraUes, 
siluées dun.'i un niiune itlnn^elqui m peuvrnlst: imronlrer.siloin qu'on 
tes svpimc prolonijirs. — La première difticulté qui se présente , est 
colle éù savoir si par un point on ne ])ettt mener qu'une parallèle à 
une droite. 

Autre définition : Deux iwrallèles sont deux dnUei quimU tm^aun 

à la iiu'mc (lislaiwe Vune de VmUre. — Celle définition demande ini- 
médintcment qu'on démontre ce flu'orrme : Une ligne équidistanlc 
d'une droite est elli'-mrinr une ilroito. 

On a dit aussi : iiie ùroile (sl paraULic a uw aulrr droite, lors- 
qiîdb a deiu' iV' ses poinls cquidislunts de celle-ci. - .Mais on n a pu 
rien tirer de cette définition. 

L^endre proposait cette autre : Deux tlroiles 9onl diies pandlHes, 
lorsqu'elles font avec une iiiéme troisième deux angles vUemes du métne 
eôlé de relle-ctf dont Iti sotnnw eal igak n deux droits. — Cette défi- 
nition laisse de même sulLsistor le postrdat d'Euclide. 

M. Martin Pbilosvphir sinriluali;^!' t]r (a nalurc, tome 1 , pa^^n Tri 
di( : " On nomme paraUrles entre cllc^, dau lùj/ifs droilcs klks qnc 
leur dislance soit constante j e^esl-à-dirc (elles que les perpendiculaires 
menées des divers poinls de fwne de ces li'jncs Mir Vautn soient toutes 
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placer un théorème! que l'on a démontré par des 
moyens plus on moins ingénieux, mais qui oui loiis 
rincoQvénieut ou d'impliquer des postulats plus difficiles 
à admettre que celui d'EucIide, ou de se baser sur des 
considérations que leur seul caractère de transcen- 
dantes suffit quelquefois pour rendre suspectes, et qu'en 
tous cas on ne peut lairc entrer dans la géométrie 
élémentaire. 



égales entre «U«f . Il est évident que oes deux ligaes ne itenvent être 
qae duiis un même plan , et qu^ndèfiaiment proloDgèes toutes deux 

dans les deux* sens, elles ne se rencontreront jamais. » 

Mil] 1 Logique inductive , chap. 2 4 , g " ) fait les rôllexions siiiva- t : 
« Lps géomètres ont toujours pn>féré de définir los pnrallMes par la 
jiropriété d'être situées dans le même plan et de ne pas se couper. 
Ils 8^y voient forcés, pour ne pa-; accepter comme axiome une autre 
propriété quelconque dee parallèles; et la manière peu satisfiiisante 
dont BueUde et tant d'autre» ont clioisi cette propriété dans ce Lut, 
a toujours été considérée comme un opprobre pour la géométrie 
élémentaire. CoinnKMléfinilion rte mois, l'équidistance est une pro- 
priété plus conveiialile pour curactériser les parnlh-lcs, et cet attrihut 
est lui-même remermé dans le mot. Si dans le parallélisme, il n'y 
avait rien d'autre de compris que la situation dans le même pian 
et la non-interaeetion , riaine défendndtde dire d'une couriie qu'elle 
est parallèle à ees asymptotes. Sot» îe nom deponUHes, an entend 
des lignes ^ ont exaelemenê la même direetien^ et qui par là m s'ap- 
prochent ni ne s'éloiynent Vwne de l'autre, représentation qui ressort 
immédiatement de l'observation do la nalnm. Otip er^s lignes ne 
puissent se rencontrer, c<']a so trouve naturellement compris dans 
la proposition qu'elles sont toujours à rgah^ distance; et l'on peut 
démontrer do la manière la plus riguureute que les lignes droites 
situées dans le même plan et non également distantes l'une de 
l'autre, doivent se couper, en partant de la propriété fondamentale 
de la ligne droite acceptée plus haut, c'est-à-dire que, si elles partent 
du même point, elles s'éloignent de pins en plus l'une de l'autre. » 

Cette propriété do la li^nio droite. Mill l'admet comme un fait 
d'observation i,voir la théorie de cet auteur, p. 15, et la Au de ce 
paragraphe^. 

M. lîeberweg 5 quelques aidres géomèlres et MilHui-même , ainsi 



La célébi'ilH de ce posLuiatuni vient de ce que, sous 
une simplicité apparente , se cachent des difficultés 
jusqu'ici insurmontées et déclarées insurmontables; et 
que , d'un autre côté , nul n*a encore, que nous sachions» 
indiqué la cause de ces difficultés. Mais , par ce qui 
précède, on a pu voir que d'autres postulats tout aussi 
ardus se présentent au seuil même de la géométrie , et 
en feraient une science tout hypothétique, si l'on n'était 
j»as l ei'tain de l'existence des propriétés que I on admet 



qu'on vicQL de le voir, déflniMent les parallèles, des droites qui ont 
la néme direetion. — Maltieureuaementf comnM nous ravoiu déjà 
dit, et comme nous espérons le meure encore mieux en évidence 
plus tard, la vraie notion de la direction leur a échappé. Comment 
construire deux lignes qui aient môme direction (voir Tarticle de 
la Quakrly Revietr, cité ji. 12 , et la dissertation do M. Ueberweg qui 
en donne un moyeu long et difficile! ? C'ost ce qui fait qu'ils n'ont 
pu ni l'un ni l'autre démontrer direclemenl lepostulatum d EucUde, 
qui ee présente alors sous cette forme : Deux droUes gui n'onl pas 
même direction te rencontrent quelque part, [quand eUe$ sont siMes 
datukmimêpUin). 

M. Frantz [Die PhUosophU dsr MathmaOk^ p. 118), propose la dé- 
finition tirée de Véquidistmee; Uiais il cherche à établir la rectitude 
de la ligne équidistante , en se basant sur la définition qu'Euclide 
donne de la droite (voir le chapitre suivant!. Pour lui la tliporio des 
parallèles se n'^sume en cinq propositions, dont les trois jjrtunières 
[a. LoriHiu'une droite est équidistante d'une autre , celle-ci est équi- 
distante de oéUe-là, et leur ttoiga«ne&t réciproque est le même; 
b, Tottte droite qui a deux de ses points équidistants d'une autre, 
lui est parallèle ; e. Lorsque deux parallèles sont coupées par use 
sécante, la somme des angles intérieurs est de deux droits) sont 
encore dépourvnes dp preuves géométriques. Mais il ajoute qn'ellfs 
sont si simples qu'on s'efi passe fnriJeinent; que leur simplidlé est une 
recommandation pour la Ihèone d^n parallèles , t>( quelk$ écartent tes 
obscurités el vices qui s y rencontrent tout en y rammarU ia mcllwde 
géomUrique. 

Ceux qui seraient curieux de connattre l'opinion de Hegel sur œ 
point délicat , la trouyeront dans la première partie de sa logique. 
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sans contrôle. C'est mime par ces postulats que l'on 
aurait dfi commencer, pour s'assurer si les lacunes 
précédentes ne proTieonent pas d'une première lacune, 
mère de toutes les autres. « C'est sans doute, dit 
Legendre, à Timperfection du langage vulgaire, et à 
la difficulté de donner une bonne définition de la ligne 
droite , qu*il faut attribuer le peu de succès qu'ont ob- 
tenu les géomètres, quand ils ont voulu déduire ce 
théorème { la somme des angles d'un triangle est égale 
à deux droits) des seules notions sur Fé^^alité des 
triaiip^les que contient le premier livre des éléments. » 

Cela peut être très-juste, mais il ne semble pas que 
Ton ait cherché à corriger la définition de la ligne 
droite, pour voir si le peu de rigueur que présente la 
théorie des parallèles, provient de la cause qu'on lui 
assigne. 

Enlin, a-l-il été déiiiontré de ce Ihéorème ce qui Test 
de la quadrature du cercle ? Non ; et c'est ce qui 
explique la persistance qu'où a mise à le l'csoudre. 
Ampère dit bien que la notion de parallélisme implique 
celle de l'infini ; M. Renouvier (1), que l'on a voulu 
démontrer les propriétés des figures sans se servir de 
l'Imagination , et que Ton n'a pas vu que l'idée même 
de droites parallèles nous forçait à admettre le postulat; 
M. Bailly voit dans Téquidistance, un simple fait géomé- 
(rique; les sensualistes et les niatéi-ialistes modernes, 
une proposiliO!! enq:)irique; bien plus, Gauss lui-même, 
et après lui, Lobatsebewsky, ont essayé d'établir cette 
dernière assertion par la création d'une Géométrie ima- 
gifutire, dont nous avons déjà dit quelques mots (â); 



^ 1 } Manuel de phiUmphie ancienne, toino li , page 
(t)V<*riav. I,page76. 
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enfin, la plupart sont d'avis que la meilleure preuve 
que cette difficulté est insolubir , c'est qu'on n'a jamais 
pu la résoudre. « Les efforts infructueux tentés depuis 
Euclide, dit M. Lamarle, indiquent qu*il n*y a pas de 
solation à espérer dans la voie de mes prédécesseurs, 
et cette considération m'aurait détourné de toute re- 
cherche , si , etc.... » 

Quoi ([nVn ponse ce deraiei' géomètre , on ne laisse 
pas de i>uiirsiiivre , et h bon droit, suivnnt nous, celle 
solution qui échappe toujours. Ne pourrait-on pas, du 
reste , en retournant l'argument , soutenir que les 
eiforts nouveaux que Ton fait encore aujourd'hui pour 
trouver une solution, indiquent que celles que Ton a 
fournies jusqu'à présent, sont peu satisfaisantes ? En 
eff(Bt, les moyens les plus divers et les plus ingénieux 
n'ont pas fait dérant; il sernil iiiùmc dilficile de les énii- 
mércr tous; mais c'est ici le eas de dire avec Lai'ontaine: 

N'en ayons qu^un ^ tua» qu'il soU bon. 

Ce postuiatuni est inévitable, il se présente immé- 
diatement après les théorèmes sur les angles; il y a 
bien possibilité de démontrer, sans lui, encore quelques 
propositions sur les triangles et sur la circonférence , 
mais on ne fait par là que rompre Tordre philoso- 
phique, esthétique des propositions, sans en tirer aucun 
secours. 

Le postulatum d'EucIide a une signilicalioii J)ien plus 
haute que oello qu'on lui attribue généralement. Pour 
devenir négative de positive qu'elle était, une quantité 
doit passer par zéro ou par l'infini ; dans les deux hypo- 
thèses , la position intermédiaire est unique ; et la 
seconde implique toujours le postulatum d*Euclidc. 
Nous nous expliquons. 
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Soieiil et AC deux droites perpendiculaires, et 
convenons de regarder comme positives les quantités 



qui se meut autour du point A de gauche à droite, cuupe 
la droite MN en des points tels (jue B , de plus en plus 
éloignés du point C, ccst-à-dire, en des points à une 
distance B G de plus en plus grande , qui devient 

infinie quand Ja droite a la position PQ parallèle à MN, 
et qui passe immédiatement au négatif par la continua- 
lion du mouvement qui amène la droite en ÂD; quand 
elle a pris la position AG, Tabscisse est nulle, pour 
redevciiii' ciisuilc positive. Or, les deux positions AC 
et PQ sont uniques; ii est plus facile de le déniuutrer 
pour le cas de la perpendicnlarilé (1 ); mais le cas du 
parallélisme est rétif. De même, pour en citer encore un 
exemple , quand une section conique passe de la forme 
elliptique à la forme hyperbolique , auquel cas un des 
axes passe du positif au négatif par FinOni , il y a aussi 
une position intermédiaire qui donne la parabole , et 
c*est précisément quand le plan sécant est parallèle à 
l'une des arêtes du cône. 

Ce postulalum a été formulé par Kuclide de la 
manière suivante : 

-Si une droite tombant 6ur deux droites fait les amjles 
intérieurs d'un même coté plus petits que deux droits. 



1, 1 1 Et pourtant enrnre proposition que d'un point extérieur on 
ne peal abaissor qu'une jitM pendiculaire à une liroiLi' , n est pas, 
jusqu'à présent, démontrée d'une manière bien simple et sans une 
duplication do la ligure. 




comptées sur MN à droite du 
point C, et oommenégoHves les 
quantités comptées à gauche 



du même point. Une droite 



cefi (hu.r droites prolongées ne rencontreront du côté où 
les angles sont plus petits que deux droits 

Ce postulat se ramène facilement à la forme adoptée 
par Legendre, ^. Blaochet et beaucoup d*eutres, 
moins générale sans doute , mais plus claire encore : 

Une perpendiculaire et une oblique à une même droite 
se rencontrent, quand on les prolonge suffisamment. 

Nous allons p;issci' en revue les jji uicipales cléinons- 
tratiuiis qu'on a données de ce postulat. 

Les unes , proposées par Bertrand de (ienève , se 
basent sur la considération dos infinis de ditterents 
ordres, et prétendent établir directement le postuiatum; 
les autres, dont la plupart ont été données par 
Legendre, ont pour but de démontrer, indépendamment 
de la théorie des parallèles, que la somme des trois 
angles d'un triangle est égale à deux droits, en partant 
des notions ^^cncraJeinent admises en géométrie ; eniin 
l^egendre, M. Lamarle, M. Uebervveg et d'aulres encore, 
ont eu recours a des principes nouveaux ou extra- 
géométriques, pour démontrer cette même proposition 
sur les angles du triangle. Nous nous occuperons 
d'abord des principes divers de ces démonstrations en 
elles-mêmes, puis de la manière dont on veut déduire 
de ia vérité démontrée , le postuiatum lui*même. 

Le premier genre de démonstration part de la défi- 
nition de l'angle que nous avons critiquée plus haut, 
à savoir que l'angle est l'espace plan compris (Milrc 
deux droites qui se coupent. Ou admet que le plan ayant 
deux dimensions infinies, et l'angle étant une partie 
déterminée du pian, sont des infmis du second ordre; 
que l'espace compris entre deux parallèles, n*ayant 
qu'une dimension infinie, est un infini du premier ordre, 
nul par conséquent à l'égard de l'infini de l'angle; et 
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que (oQle figure fermée, finie, est nulle à Tégard de 
celaî-cl comme de celui-là. 

Sur ces principes se base à peu près aussi la démons- 
tration suivante tirée du journal de Crelle ( i ) : 

Soient deux ciroilcs AC otBD faisant avec une même 
troisième AP deux angles intérieurs du même colé, 
^1//^ ^ savoir CABetDIiA, plus pe- 

tits que deux droits; ces droites 
^ se rencontreront si on les pro- 




.V longe suffisamment. 
Démonstration. Je tire la droite A£ de manière que 
les angles DBP et EAP soient égaux; l'angle EAC est 

un anofh^ Il ni, et Ton peut p-oser: ?/EA(l — EAF> EAP, 
mais on peut aussi poser: wEABD ^ EAGl! c 10 AP; 
pour cela il sullll de prendre A G = wAB, cl de faire 
les angles DBP et HGP égaux; or de ces deux inéga- 
lités 011 tire: EAC > nËABD, d'oii : E AC> EABD; 
la droite A G doit donc sortir de la bande ËABD et 
couper la droite BD. 

Legendre , dans un mémoire qu'on peut lire dans les 
recueils de flnstitut de France et dont nous 

anaîvserons tantôt le contenu, donne une autre dé- 
monstration en se basant sur les mêmes principes et 
en ne cuiisidéraFit que les seuls biangles; c'est ainsi 
qu'il appelle l'espace compris entre deux parallèles 

^ s'appuyant sur une même droite. 
Dans le courant de cette dé- 



M f> 

monstration , il pose le biangle 
GABD égal au biangle GMND, négligeant ainsi leur 
différence lînie AB.\1N, et, à ce propos, il fait remar- 



tDAnnée iH^'i ~ la ; ! iction de la démonsiration aétéunpeu 
modifiée pour Bimpliûer ia figure. 
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quer que, pour que deux quantités soient égales, 
« il n'est pas absolument nécessaire que leur différence 
soit nulle; il suffit que le rapport de cette différence 
à l'une des deux quantités comparées, soit plus petite 
que toute fraction donnée de l'unité. » 

Enliii.on peut encore démontrer à priori que la somme 
des trois angles d'un triangle est égale à deux droits; 
car, si l'on fait la somme des angles CAB et DAE, 



plus une quantité néglifjeabli'. 

àSans vouloir attaquer ces principes, il n'est besoin, 
pour faire rejeter ces dénioiislralioiis , que de signaler 
les absurdités où conduit la détinition susdite de l'angtc 
et que nous avons énumérées précédemment. 

Nous abordons maintenant la critique des démonstra- 
tions du théorème sur la somme des ang^les du triangle. 
Les quatre premières sont l'œuvre de Legendre : 

4 . La première se base sur ces deux propositions : 

.1. La somme des trois angles d'un triangle rceliligne 
ne peut être plus giamie que deux droits. 

B. S'il existe un seul triangle dans lequel la sonune 
des angles soit égale à deux angles droits, on doit en con • 
dure que, dans un triangle quelconque, la somme des 
angles sera pareillement égale à deux angles droits (i). 



( 1 ) Voici la démonstration de ces deux propositiona : 
A. La somme des trois angles d'un triangle lectnigne ne peut être 
plttB grande que deux angles droits. 

Soit une suite de n triangles égaux, ABC. CDE, EFU, dont les 
hases sont sur uno même ligne droite A G et dont les sommets 




ABC et FBG, BCA et IICK, ou de 
deux fois les angles du triangle ABC, 
on trouve que cette somme comprend 



le plan entier augmenté de deux fuis 
i le triangle , c'est-à-dire quatre droits 



Digitized by Google 



— 207 — 

« D'api'ès culte déuiousiraUou , cou li nue Legcudrc, 
la question qui nous occupe est réduite ù trouver un 
triai) ^'le, et uu seulement, dans lequel la somme des 
uiigles soit é^ale à deux angles droits ; or , il n*est 

personne qui , ou essayant de se servir de la règle et du 
compas, n'ait réussi à Ibnner des triangles qui jouissent 
de celte propriété. Carmen i'aisaiil un carré, par exemple. 



sont reliés par les droites BD. DK, FU, etc.; si la gomme des 

angles de chacun d'eux est plus 

grande que deux droits, comme 

les an|.'los en C , par exemple , 
k l \/c \/l sont, égaux & deux droite, Il 



M 




suit que Tangle BGD < ABC, et que par conséquent AC > BD, 
d'où AG BD 4- ^; ^ étant une quantité finie quelconque; on 
pourra donc poser AK » BDFHL -j- n ^, et prendre n assez grand 

pour que n/ soit au moins ^al à 2ÀR; et Ton aurait ainsi entre 
les deux points A et G, une ligne brisée ABHG plus petite que la 
droite AG qui joint ces <ieux i^oints. 

Cette démonstration est rigoureuse ; malheureusement on ne 
|)eut démontrer do la même manière que la somme des angles n'est 
pas plus petite que deux droits; Legondrc reconnaît lui>méme les 
difOcultés de ce problème et les déclare insunnontal»les. 

B. S'il existe im seul triangle da|is lequel la somme des angles 
suit égale t deux angles droits, on doit en conclure que, dans un 

triangle quelconque , la sonime des angles sera 
pareillement éf:a!e à deux angles droite. 

l" Soit ARC ct> tii;inî?le, le trianjJilft AK!" uii 
'es côtés sont doubles, aura les nièmei» augics 
(|ue le premier, et jouira par conséquent de la 
même propriété que lui; et il en sera de même 
de tous les triangles dont les cdtés procéderont 
F en raison double. 

2" Tout Irinn-lo AMX ([ui aura l'angle A égal à 
celui du triangle AB(I , aura aussi sos an;?le? p^avx 
à doux droits. Soit A G H un triangle Je la série i>rù- 
céiienle, dont U?s coli s soient plus grands que les 
côtés AM et A X du triangle proposé; la somme des 
angles des trois triangles AUN, UMN et GKH se 
compose des angles du triangle AGH, des angles 
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on voit maiiirosteincnl que ses quatre angles sonl droits, 
et qu'ainsi, en tirant une diagonale, etc. » Mais d'où 
sait-on que les quatre angles d*un carré sont droits ? 
par définition, répondra-t-on. Or, la définition du carré 
a besoin d'être justifiée. Un carré est un quadrilatère 
qui a SOS qualrc côtés égaux et ses quatre angles égaux; 
impossible de tirer de là (pic dans un carré les quatre 
aii^:lt's sont droits ; il faut pour cela avoir déterminé , au 
préalable, la somme des trois angles d'un triangle. Il 
y a donc pétition de principe. On peut Wwg la môme 
objection à l'exemple du triangle équilatéral formé par 
deux rayons d'un cercle et la corde d'an arc de 60*. 
Legendre ajoute, il est vrai, que « la rigueur géomé- 
trique ne se contente pas d'une vérification faite ainsi 
par des constructions graphiques qui , en général , sont 
sujettes à (iut'lque i i i ciir, et que c'est sur le raisonne- 
ment seul, guidé, si i on veut, par une iigure, que la 
théorie doit être établie. » 

2. La démonstration suivante est plutôt du ressort 
de l'analyse que de celui de la géométrie : 

Deux triangles sont égaux, quand ils ont un c6tc 



en M et des angles en îî, en tout six droits; or, aucun d'eux ne peut 
avoir des angles plus grands que deax droits, donc cbacnn d'eux a 
ses angles é^'aux à ûm\ droit?;. 
3" Un triangle quelconque abc . dont tous anglof, &uiiL dilVé- 
rents de ceux du triangle ABC. doit avoir au 
moins un de ses angles plus petit que Tun de 
ceux de ce triangle; soit frac cetaogle,ettiroiis 
af de manière que fangle baf soit égal à cet 
angle plus grand que bac du triangle abc: ti- 
rons fr/" arbitrairement ; par 2" . le lrian:;lr 
a sps anîîlrs égaux à dr-iix droits; lo triariHo 
hfitl (|ui a avec rc denuei" Taiigle commun ou l>, 
a aussi ses anyles ruraux à eux diuiLs; et enfin le triangle abc 
ayant Taugle a cumuiun avec le triangle a 6 a, hii auBit, sea angles 
égaux à deux droits, C.Q.F.D. 
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égal et adjacent à deux angles égaux; donc ce côté 
P et les angles A el B adjacents étant donnés , le 
troisième angle G est complètement déterminé. On 
peut donc regarder G comme une fonction des 
quantités Â, P et poser: G^? (Â, B, P). De 
là, en résolvant réquation par rapport à P, on tire : 
P — f'(A, B,C). Or, si l'on représente lan^lc droit 
par l'unité, les quantités A, B cl G sont des nombres, 
et Ton aurait P égal à un nombre, ce qui est absurde. 
De là suit que, si doux nnglcs d'un triangle sont égaux 
à deux angles d'un autre triangle, le troisième angle du 
premier est égal au troisième angle du second. Cela 
admis, il est facile de démontrer que, dans tout triangle 
rectangle, la somme des angles aigus est égale à deux 
droits, en abaissant la hanteur, qui divise le triangle 
en deux Mutres qui ont leurs angles égaux à ceux du 
grand tiianglc. 

Cette démonstration li ès-pro fonde , a le tort de ne 
pas être élémentaire, et de sortir des voies ordinaires 
de la géométrie. Legendre a essayé de l'y faire rentrer 
au moyen d'une démonstration (1) dont l'essence con- 

\ \ ) Voici cotte démonstration : 

Soit AHCI nn triangle dans leii'icl on oonnnîf lo côte AB avei; les 
tlonx angles adjacents A et 15, et supputons que ia sonrune di»s an^ilos 
de ce trianglesoitioférieure à deux droits. Par un point D(|uuli:onrjuo 
C pris sur le cùté AB, menons DE de manière 
E/^ que l'unglo ADE soit âgal àrangle AB G ; Tangie 
en E est égal à Vangle C-^auqucI cas il n'y a 
. plus rien à démontrer— ou il est plus grand ; 
car, s'il était plus polit, les angles du quadri- 
latère CBDEfrrairnt plus dn qiuit'-n flroits, pl alors en le divisant 
p.ir une diagonale, I nn des trian^des au moins aurait ses angles 
jilus i^M-ands que flenx droits, ce quf nous avons vu être impossible. 
Faisant mouvoir ia droite DE de. iiianicre à ne pas changer les 
angles en D, 00 forme ûnsi «ne suite de triangles dont les angles 
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sisle en ceci : les côtés étaiil repi'éseiilés pur uii certain 
nombre d'une unité de longueur déterminée, lorsque 
ron change cette unité de longueur, ce qui revient à 
fitrmer un noutfeau triangle où les côtés smt propor- 
tionnels , les angles n*ont pas changé de valeur; en 
d'autres termes, les triangles qui ont les côtés pro- 
purtioniiels ont les angles égaux, et par couséqueut 
sont seiiiblables. 

Il est impossible de réfuter ces démonstrations de 
Legendre ainsi que celle qui suit, puisque les principes 
sur lesquels elles se basent sont vérifiés dans le fait, 
et ne peuvent ainsi mener à aucune conséquence ab- 
surde. On ne peut pas non plus y trouver de cercle 
vicieux , puisque ces principes mêmes sont nouveaux 
et employés exclusivement dans la théorie des paral- 
lèles ; et, bien que uoiis devions bientôt établir à 
priori quelques-uns d'entre eux, nous ne ponvons que 
les repousser ici par une lin de non-rccevoir, car ils 
sont en eux-mêmes , tels qu*on les expose, moins 
clairs que le postulatum d'Ëudide. 

3. Construisons une suite de triangles égaux ABC, 
fi CD , GDE , DEF, etc. ; dans Thypothèse que la somme 
des ai)gl( s de chacun de ces triangles soit plus grande 
que deux droits, les angles en C, D, E, F, G, elc, 
sont plus grands que deux droits, de sorte que les deux 
lignes A G et H H ont la forme de deux polygones 
réguliers tournant leurs convexités Tuu vers 1 autre, 



ABD sont d'autant plus grands que la droite AD est plus petite ; de 

sorte que ce cût6 AD est déterminé quand on donne les trois angles 

A,D et E; c'est-à-dire quand on donne trois nombres; résultat évi- 
demment absiirdn, car un nombre ne peut reprcsontrr la f:randeur 
(le AD, la nature de la question ne pouvant nous donner aucune 
lumière sur F unité de longueur, mètre, toise, ou pied. . 



; 
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et occupaiiL, par conséquent, un espace limité, tandis 
qu'en fait, par la ualuic même de leur génération, ces 

lignes sont indélinios. Dans 

2 2 ^ l'hypothèse que la somme des 

angles soit plus petite que 
deux droits , les lignes , tou- 
jours polygonales , tournent leurs concavités l'une vers 
Tautre, et la même absurdité est mise en évidence. 

Cette démonstration, comme on le voit, admet un 
principe d*întuitîon , l'impossibilité pour une ligne 
polygonale régulière de se prolonger à l'infini , principe 
qui ne se trouve pas dans les axiomes ordinaires et 
qu'il serait diflicile d'y introduire : elle tst en contra- 
diction avec les paroles de Legendre ciiées plus haut, 
que « c'est sur le raisonnement s&ul^ guidé, si Ton veut, 
par une figure, que doit se baser une théorie. » Dans 
l'espèce, c*est rimagînatîon seule qui sert de base. 

4. La démonstration suivante a été insérée dans la 
12* édition de la Géométrie et dans les éditions subsé- 
quentes. A un certain point de vue, i Vbl la plus ingé- 
nieuse, In plus simple et la plus rigoureuse. 

Soit un Iriiiugle quelconque ABC, dont AB soit 
le plus grand côté, BC le plus petit, et A G le côte 

moyen pouvant être 
égal accideuteliement 
k Tun des deux au- 
tres. Si, par le mi- 
^ lieu I de B C, on mène 

AC' — AB, qu'on juenne A K ^ K 1V=:^ A I , les deux 
triangles A IB et A KG' sont égaux, ainsi que les triangles 
Aie et B'KC. de sorte que la somme des angles du 
triangle AB'C est lu même que celle des angles du 

triangle ABC, et que de plus on a dans ce triangle, 

li 




comme dans l'autre : AB' > AC > C'B'. On peut donc 
répéter la même ooiistrucliou indéfloiment ; tous les 
triangles résultants jouiront des mêmes propriétés. 

Étudions maintenant les angles du triangle kVC que 
nous désignerons par A,, H,, C,, tandis que nous 
emploierons les lettres A, B, C pour les angles da 
triangle ABC. On a : C, ^ B -f C; A - A, 4- B, ; et 
comme on a : AC > B'C, on a aussi : 1>, ; A, ; de 
sorte que : A, < j A ; B, <' A. Pour le triangle suivant 
on aura de même : A, < 7 A, < j A; B, < A, < A; 
et en général, dans le triangle AB'C", on aura: 

K <-^A;B.<^^A; et A„ -f B„ - A, . , ; 

cet angle A^ _ ^ pouvant être plus petit que tout angle 
donné; de sorte qu*on peut regarder les angles du 
triangle AB'G' comme réduits au seul angle G^; or, 

si l'on considère un triangle extrême, où les angles 

A et B sont à peu près nuls, les trois sommets 

ni) ' 

A, C et B' suiit à peu près en ligne droite, et il^ le 
seront à ia liiiiile où les angles A^ et B^ sont nuls , 
dans ce cas l'angle est équivalent à deux droits. Le 
théorème est donc démontré. 

Cette démonstration conclut par un procès à Tinliui ; 
elle en appelle en outre à Timagination (et non plus au 
raiêmnment guidé par la figure), quand elle représente 
les trois points A»C%B" comme se rapprochant de la 
ligne droite, car, par la coiistmction même, le point 
reste toujours à une distance de A B" finie et facile- 
ment calculable (i). 



i 1 ) On peut lire, sur cette diunonstration , l'ouvrage déjà cité : Die 
Philosophùs der Maihemaiik , par C. Franlz, p. 116. 
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5. M. Lamarle a publié, en 1856, une démonstration 
du postnlatum d'EucIide, à laquelle il a attribué toute- 
fois une importance moins pédagogique que scienlilique, 
et qui n'est qu'une application des principes de haute 
analyse de Tau leur à celte question si longtemps restée 
insoluble : il prétend établir , même en ce point , la 
supériorité de ces principes sur la méthode infinité- 
simale. On peut lire ce travail dans les Bulletins de 
l'Académie de Belgique. Il est trop long pour que nous 
puissions ici en donner autre chose qu'une courte 
analyse, suiiisante tout au plus pour en faire apprécier 
la marche. 

Il s'agit d'établir que toute ligne équidistante d'une 
droite est elle-même une droite* L'auteur commence par 
prouver que la droite qui joint les extrémités de deux 
perpendiculaires élevées aux extrémités d*une portion 
de droite, ne peut être plus grande que cette portion. 
Le procédé qu'il emploie est analogue à celui dont se 
sert Legendre pour prouver que la somme des angles 
d'un triangle ne peut dépasser deux droits. De là suit que 
la ligne équidistante, si ce n'est pas une droite, est une 
ligne courbe, mais qui se trouve toujours en dessous 
d'une perpendiculaire élevée à l'extrémité de la droite qui 
mesure la distance d*un point de cette courbe à la droite 
donnée , de sorte que cette perpendiculaire est tangente 
à la courbe. M. Lamarle engendre ensuite la courbe au 
moyen d'une rotation de cette même perpendiculaire 
autour d'un point mobile sur elle, et il prouve que, 
dans le cas dont il s'aprit, celle rotation est nulle, c'est- 
à-dire que la prétendue courbe est une droite. £n même 
temps il établit par là que toute perpendiculaire à une 
droite l'est aussi à son équidistante; plus de difficulté 
dès lors de prouver que, dans un triangle rectangle, la 



somme des angles aigus est égale à un droit, d'où suit, 
pour un triangle quelconque, la propriété connue. 

Celle démonslration , ibrl remarquable du reste , 
est assez difficile à suivre , et rimagtaalion du lecteur 
est trop souvent mise en jeu , pour qu'il soit possible 
d*affirmer que les principes on les conclusions adoptés 
dérivent toujours d*un raisonnement rigoureux. M. La* 
marie ajoute d'ailleurs lui-même : « On objectera peut- 
être que notre démonstration n'offre pas, sous la forme 
que nous lui avons donnée, tuulc la simplicité dési- 
rable. L'important est qu'elle soit exacte, et, si Ton 
peut la rendre plus simple et plus rapide, il suffît, 
pour nous, quelle offre par elle-même les éléments 
d'une solution meilleure. Â d'autres plus habiles et 
plus exercés , nous laisserons le soin de modifier , 
s*il y a lieu , et d'améliorer ce premier travail. Toutefois, 
ce serait , pensons-nous , se faire Ulusion que é^espm'er 
traiter cl rémidre en quelques lignes^ un problème qui a 
déjoué, pendant silong temps, les efforts de tant de géo- 
mètres. » M. Lamarhî laisse subsister ainsi Tune des 
diûicuUés capitales de ce problème , c'est-à-dire ia 
nécessité de donner une solution rapide. 

6. Parlons maintenant d'une démonstration nouvelle 
et célèbre, dans laquelle le postulat est dissimulé avec 
art sous une apparente simplicité. L'auteur demande 
qu'on lui accorde , qu'une droite qui tourne autour d'un 
de ses points de manière à revenir à sa position primi- 
tive , quel que spit le modo de rotation , soit censée 
avoir tourné de quatre angles droits ( I ). Cola posé, il 
est facile de démontrer que la somme des angles exlé- 
rieurs d'un triangle est égale à quatre droits. On fait 



( I ] Voir C. Franti , ihe PhiOou^ der KaghêtMtik, p. 1 16. 
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avancer le côté AB le long de lui-même, de manière 
à amener le point A en B , puis on le fait tourner au- 
|i tour de ce même point d*un angle 
J^/ de manière à ce qu*il prenne la 
Ctx position BC. Cela fait, ce même 
\. point A , qui est maintenant en B , 
glisse en C; puis liusant tourner Je 
côté, de manière à ce qu'il décrive 
l'angle C, on couche le côté suivant 
C A. ËQfin , ou fait glisser le point A de G en A, et dé- 
crire au côté Tangie A, de manière que le côté AB est 
revenu dans sa position première. Or , la somme des 
angles décrits est celle des angles extérieurs du triangle. 
Donc cette somme, en vertu de la demande, est égale 
à quatre droits. 

Mais qui ne voit maïutenant que c'est la demande 
elle-niêmc, malgré son évidence apparente, qui contient 
le postulat? Sans doute, la somme des angles formés 
autour d'un même point, est égale à quatre droits, mais 
non celle des angles formés autour du triangle par un 
mouvement continu- On admet au fond que, si par le 
point A on mène une droite, qui fait Tangle b égal 
à Tangle extérieur B , le troisième angle c est égal 
au troisième angle extérieur C ; et c'est précisément 
ce qu'il faut démontrer. Ou encore , cunimc le dit 
M. Lamarle, on admet implicitement que l'angle exté- 
rieur d'un triangle est égal à la somme des deux inté- 
rieurs qui lui sont opposés. 

On ne peut assez s'étonner que le postulat se trouve 
dissimulé dans une demande aussi simple que celle qui 
sert de base à cette démonstration ; il y aurait à 
rechercher si ce n*est pas Tabsence d'un principe resté 
dans Tombre , qui nous force de nous arrêter un peu en 
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deçà du rivage. Nous démoaLreroas ea effet toutes ces 
propositions auxiliaires , en nous basant snr les prin- 
cipes que nous avons antérieurement déduits. 

Citons encore M. Ueberweg, qui, introduisant l'idée 
de direction dans la définition de la droite, n*a pas de 
peine à prouver que la somme des angles extérieurs 
d'un polyp)ii(' quelcoiiqiu- , c-it égale à quatre (iroils, 
cl'où la ])ro|)tistlioi) sur les auy!es cin li iaugle. 

Voyons maintenant , en supposant cette dernière pro- 
position démontrée, commen! on en déduit celle qui 
fait Tobjet du postulatum d'Ëuciide. Nous suivrons la 
démonstration donnée par Legendre dans la quatrième 
édition de sa Géométrie. 

Théorème. Si deux lignes droites Afi, CD, font avec 
une troisième EF, deux angles intérieurs d'un môme 
côté, dont la somme soit plus petite ou plus grande que 
deux angles droits, les lignes Aiî, CD, prolongées suffi- 
samment, devront se rencontrer. 

Il suffit de considérer le cas où la somme des angles 
est plus petite. On tire la ligne F G, de manière que 

^ TangleGFE soit égal 

/ ^ droite FD tombera 

/ \ ^'^^-.^T'"'^'» dans l'angle GFE : 
^ E ? ^ touttî oblique , telle 

queFN, fait aveclesdeux droites AB et FG, deux angles 
alternes-internes ENF, GFN, égaux (ce qui est facile 
à démontrer); si Ton prend EN» EF, il est aisé de 
voir que l'angle GFN est la moitié de l'angle GFE; 
prenant ensuite NP =«FN, et tirant FP, Tangle GFN 
se trouve encore divisé par cette dernière droite en 
deux parties égales ; et continuant par le même pro- 
cédé k diviser les angles en F en deux parties égaies , 
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on doit obtenir un angle GFZ plus petit que l'angle 
GFD ; or, la droite FZ, par la nature de sa construction, 
rencontre la ligne ÀB en un point Z', je suppose; la 
droite FD doit donc sortir du triangle £FZ', et il faut 
pour cela qu'elle coupe le côté EZ'. 

Cette démonstration est adoptée généralement par 
tons ceux qui regardent le postulatum d*Euclîde comme 
une conséquence dn Ihéurènie sur les angles du Lnangle. 

Au point de vue géométrique, elle renferme un pos- 
tulat dont nous avons parlé page 187, à savoir que la 
di'oite FD doit sortir d'un espace limité tel que ËFZ'. 
C'est même ici un ces (ont particulier de ce postulat, 
en ce que la droite FD a déjà un point F commun 
avec le contour du triangle. Nous ne connaissons que 
M. Ueberweg qui ait cru nécessaire de prouver ce 
postulat: il fait remapqueî* que la droite FN, en se 
mouvant .iuLour du point F et sur la droite AB, jusqu'à 
ce qn'elle coïncide avec la droite FZ, passe par tous les 
poiiils de la surface du Irianglc iSFZ', et par conséquent 
par un des points de la droite FD, c'est-à-dire quil 
arrive un instant où elle coïncide avec elle (i). Cette 
démonstration suppose qu'un point qui passe d'un côté 
d'une droite F D, jusqu'ici censée ne pas sortir du 
triangle, à l'autre côté de cette même droite, rencontre 
nécessairement celle-ci , ce qui est précisément le pos- 
tulat à duuiontrer. 

Mais c'est surtout dans le cas où la droite n'a aucun 
point commun avec le contour de la figure qui l'en- 
ferme, que ce postulat est indémontrable par les prin- 
cipes actuels de la géométrie. Tout au plus pou rrait*on 
dire que, si l'enjoint les points de ce contour deux à deux. 



( i) yébtSytlem dtr LùgŒ, p. 806. 



- tis- 
on a toujours des droites d'une longueur finie, que 
parmi celles-ci t il en est une qui a une longueur ma- 
ximum et que la droite donnée , suifisamment pro* 
longée, devant nécessairement dépasser cette longueur, 
sortira nécessairement aussi du contour. Mais celte 
démonstration elle-même est peu satisfaisante. 

Examinons niaiiitenant lu démonslraliou de Legendre 
au [loiiiL de vue logique. 

D'abord, olle tombe, et à plus juste tilre que les 
incommensurables, sous le coup de la critique que 
nous avons dirigée contre ceux-ci. Ici encore, Targu- 
mentation est ad hominem. Legendre dit à son con- 
tradicteur : Tirez une droite comme vous voulez , dans 
Tangle GFE , je vous prouverai qu elle coupe la droite 
AB. Maïs ce contradicteur peut répliquer : Sans doute, 
je vois que la droite FI), que j'ai prise au basard, ne 
répond pas h mon intention; mais si j'en prenais une 
autre derrière FZ? — Legendre voudra le eonvaincre en 
divisant l'angle GFZ eu deux parties égaies; mais son 
adversaire divisera, de son côté, l'angle GFD en deux 
ou même en trois parties égales et davantage, car il 
est libre de le faire; et les voilà tous deux se poursui- 
vant à riniini sans jamais parvenir à se rencontrer. 
A qui restera la victoire? (1). 



( I ) Quelques-uns Tondront voir dsns cette critique le sophisme 
renouvelé d*Aehille et la Tortue. Mais la dilRrenee est grande : 
Zénon prétendait qu*ActiiIle qui tnaicbait, soit deux fois, plus vite 
que la torttip, ne Tatteindrait jamais , parce que, pendant qu'Achille 
parcourt la distance, soit vingt pied?, qui le s^parp dn l'animal, 
celui-ci en parcourra dix ; pendant qu'Acliille fera ces dix pieds, la 
tortue en fera cinq, et ainsi de suile. Ce raitonnenieiu était un 
sophisme, parce qu'il voulait prouver la fausseté d'une proposition 
vraie, ft savoir que la tortue finirait par être atteinte. Hais Zèopn 
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Ce n*est pas tout : la démonstration ne résout pas 
même la difficulté dans son essence. Elle prouve, si 
Ton veut, que toute droite, telle que FD, qui fait un 
angle fini avec F G, coupe la droite AB; mais il s'agit 
proprement de prouver que par le point F on ne peut 
mener qu'une parallèle à la droite AB ; c'est-à-dire que 
la droite FG ne peut osciller si peu que ce soit , autour 
de sa position , sans rencontrer d'un côté ou de l'autre 
la droite AB. Or, si loin qu'on pousse la divi.sion de 
l'angle G FM, la droite FZ' l'ait toujours un angle fini 
avec F G ; elle n'atteint pas le si peu que ce mt^ et c'est 
ce qu*eile devrait faire. 

Il nous reste à montrer que le postulatum d'Euclide 
a la même origine que tous les autres postulats, c'est* 
à-dire que Ton a pris un théorème pour une définition; 
et, comme un théorème, pour être définition, doit être 
inversible, on a été obligé d'admettre, sous forme 
d'axiome et suus le nom de postulat, la proposition 
renversée, ou toute autre équivalente. 

Définition : Go nomme parallèles des droites situées 
dans le même plan , et qui ne peuvent se rencontrer si 
loin qu'on les suppose prolongées. 

De telles parallèles existent , témoin deux perpendi- 
culaires à une même droite. Maïs toutes les droites 
menées par un point, dans un plan donné, de manière 
à n'en pas rencontrer une autre, lui sont-eiles pa- 
rallèles^ Comme il répugne à la notion intuitive de 



aurait va raison de soutenir qu' Achille n'atteindrait jamois la tortue, 
s'il conroiirait à In condition <!p ne parcourir dans un temps donné 
et toujmirs le même que la moitié de 1 intervalle qui le séparait d'elle. 
En effet, dans ce cas, Achille et la tortue s approcluiiL indéfiniment 
d'une limite ûxe, située à quarante pieds d^Acbille, et que ni l'un 
ni rautre ne toueberont — Voir pages 149 et niW. 



- no- 
plusieurs droites parallèles que deux quelconques 
d*eotre elles fassent un angle, force est bien d'admettre 
ce postulat, qui permet de Taire l'inversion nécessaire : 
Par un point on ne peut mener qu'une paralièle à 
une même droite; 
on bien : 

Deux droites qui se coupent ne peuvent être toutes 
deux paral/èles à une même troisième. 

l^uello ijiie soit la défiriilion rpi'o?) iidopLe,on retuiniie, 
d'une manière ou de i autre, sur ce postulat ou un pos- 
tulat analogue. 

Cependant une définition fait exception. Ëtant admises 
ridée de direction et ia possibilité de tirer une droite 
dans une direction voulue, la définition suivante satisfait 
à toutes les eiigences : 

Ixs parallèles sont des droites de directions semblables. 
La délinition est j^énétique et noimiiule, et par consé- 
quent inversible; par un point, on ne peut mener 
qu'une parallèle à une droite donnée; les parallèles ne 
peuvent se rencontrer. Mais il incombe alors à ceux 
qui donnent cette définition» de démontrer une proposi- 
tion importante sur les angles, pressentie par Mill, 
qui en fait un axiome expérimental. 

Vanglê étant la différence des directions de deux 
droites qui parlent d'un même point, on a à élablir 
l'inverse de celte driiiiiLiun, et ici se retrouve le pos- 
tulat d'Euclide dans toute sa pruiundeur. Il faut prou- 
ver que : 

Deux droites situées dans ie même plan et qui n'ont pas 
la mime direetion^ forment un angle , c'est-inUre se 
rencontrent en un point qui est le sommet de Vangle, 

M. Ueberweg n'a pas songé à démontrer ce postulat 
mis sous cette forme; il n*a pas mèpie soupçonné que 
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c*e8t là la forme essentielle du postulat d'Euclide; et 
il a préféré abandonner sa définition des parallèles pour 
reprendre le postulat sons son énoncé ordinaire , et 
au milieu du cortège des propositions concernant les 
sécantes ( 1 ). 

Mill admet comme une vérité expérimentale que les 
côtés d'un angle vont toujours en diverfjeant; et il pose 
comme vraie la proposition inverse que deux droites qui, 
situées dans le même plan, voiit toujours en convergeant, 
se rencontrent. Libre à lui de la regarder comme une 
nouvelle vérité expérimentale; mats elle n'est pas im- 
pliquée dans la première. C'est un postulat expéri- 
mental ; car les deux droites peuvent être si éloignées 
Tune de Tautre, et si peu inclinées Tune sur Tautre, 
que la vérification expérimentale soit impossible. 

Enfin , c'est ici proprement que doit être mentionné 
le postulat dont nous nvons parlé page 186, à savoir 
que : 

Deux parallèles restent chactme du même côté de 
Fautre. 

En eifet, il est loin de découler immédiatement delà 
définition, que des parallèles courent indéfiniment à 
côté Tune de Vautre ; en d*autres termes, que Tune est 

toujours située au-delà de Vautre, par rapport aux 
rayons vecleurs qui partant d'un même point de leur 
plan. C'est là mie propriiié qui résulte do ce que les 
lignes, soit équidislanles, soit asymptotes, sont des 
droites, et qui n'existerait pas dans le cas où elles 
fussent des courbes. 



( 1 ) Nous disons que c'est la véritable forme du postulat d'Eu- 
clide. Celui-ci ne dit, en définitive . rien antre chose : deux droites 
(pli font avec une même troisième des angles correspondants in^ 
gaux , n'ont pas la même direction. 



CHAPITRE II. 



FO?iDEMENTS NOUVEAUX D£ LA GÊOlUËTRifi. 

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes. Dans 
le premier, nous définissons les notions premières de 
la géométrie, et nous donnons la solution des postulats 
que nous avons signalés. Le second est consacré à la 
théorie de la similitude ; le troisième, à la solution d'une 
difficulté célèbre se rapportant à la mesure du cercle. 
Un quatrième eiilin contient quelques considérations 
théoriques sur les uuités. 

{ 1. — DÉFINITIONS PREMIÈRES. — SOLUTION DKS POSTULATS. 

Si Ton nous a bien eonipi is, on admettra avec nous 
que les notions du plan el de la droite nous sont don- 
nées avec celle de l'espace; que ce sont des détermina- 
tions décrites d'avance en lui, tandis que les autres 
déterminations, les cercles, les triangles, etc., y sont 
décrits arbitrairement par la pensée. Engendrer (i) 
l'espace, c'est y engendrer en mémetemps et par la même 
loi, des phins et des droites. Après avoir mis celle loi 
de général iuii en lumière, il nous reste à y rattacher 



( l ) Toute représentation intuitive tout empirique supposa, 
de la part de rimaKination , la géneraliun successive des parties de 
c« tOttt^Voir, page J 3 . la citation ^hm iwinse d« Kànt sur «• point» 
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toutes les notions élémentaires de la géométrie, à 
savoir, celles de distance^ de direction, d'angles, de 
parallèles, de convexité, de concavité, de symétrie. 

Les définilions que nous en donnerons, reproduiront, 
autant que possible , riatuition , l'idée vuJgaire que ces 
mots éveillent. Ëiles auront ainsi , nous Fespérons du 
moins, une base à la fois logique et psychologique. 
Nous démontrerons, en passant, tous les anciens pos- 
tulats de la géométrie, et même les lemmes que l'on 
a imaginés pour les démontrer, sans nous astreindre 
cependant à la forme aride de la géométrie, forme qui 
ne s'allie pas avec la nature de cet ouvrage. 

Si, tout en satisfaisant aux exigences de la géométrie 
idéale, nous résolvons les difïicullés que les anciens 
principes ne permettaient pas de résoudre; et, bien 
que nos prémisses soient indépendantes de tout succès 
dans les résultats, si pourtant les conséquences 
viennent les confirmer, nous pourrons croire avoir 
assis la géométrie snr sa véritable base. 

De la droite dan* l'eapaoe. 

Définition. La draile est une ligue homogène, cest- 
à-dire dont les parties, prises indifféremment, sont 
semblables entre elles on ne difièrent qu*en longueur. 

Hmarque* Les modes de démonstration des théo- 
rèmes qui concernent la ligne droite, consisteront dans 
la majoration ou la minoration de la figure. 

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, 
page 180 , nous admettons qu'il y a tqiiation exacte 
entre \ intuition de ligne droite, et \e concept deliLine 
homogène. Katurellemeut, toutes les conséquences que 
nous tirerons du concept ^ se vérifieront intuiUvemetU; 
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mais il est nécessaire que nous iasistions sur ce point, 
que Yiniuitiùn ne viendra jamais que confirmer, justifier 
ces conséquences, et ne servira pas à les démontrer. 
Ainsi , la géométrie ordinaire reifarde comme vrai que 

deux lignes droites coïiicideiit eu entier quand elles le 
font en partie , qu'entre deux points on ne peut tirer 
qu'une ligne droite , etc; elle se fonde sur Xintuition. 
Nous, an conlraire, nous démontrerons ces môraes 
propriétés , en partant du concept de Vigai^ homogèm. 

TnfiORÈHB I. Une droite est déterminée quand on donne 
Vme quelconque de m parties. 

Car la majoration de cette partie reproduit la droite. 

De là , comme 

Corollaire. Quand deux droites ont une portion com- 
mune^ elles coïncident dans toute leur étendue. 

Si Ton fait attention à la manière dont celle portion, 
quand on la niajore, reproduit la droite, on verra que ce 
sont précisément les deux points limites de cette por- 
tion qui décrivent la ligne entière, et qu'ils ne décrivent 
qu'elle seule, Tun de ces points au moins passant à 
chaque instant par une position nouvelle, de plus en 
plus écartée de Tautre point. De même, si Ton minore 
celte même portion , l'un des points limites au moins 
la décrii a pendant cette opération , et ne peut décrire 
qu'elle seule. Nous pouvons donc regarder comme dé- 
montrés les deux théorèmes suivants : 

TiiroRËME II. Entre deux points on ne peut tirer qu'une 
ligne droite; 

Théorème 111. Une droite ne se bifurque pas. 

Ces deux théorèmes sont le complément Tun de 
Tautre. On pourrait encore les démontrer directement 
en engendrant la droite (ligne homogène) par la mino- 
ration ou la majoration de la figure que forment les 
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deux points par leur réunion. L'un des points étant pris 

pour centre (1) de inajoialion, l'aulre, dans son mou- 
vement, déri ii 1111(3 ligno unique. 

(vOnoLi.AiHE I. Deux points délerminent une droite. 

Corollaire 2. L'élément de la droite se compose de 
deux pointé, abstraction faite de l intervalle qui lee sépare. 

CoROiiUiRE 3. Deux droites ne peuvent se rencontrer 
en plus d^un point. 

Corollaire 4. Une droite, en tournant atitour de 
deux de ses points , ne sort pas ^eUMnême. 

Définition. On nomme distance de deux points, la 
longueur de la porliou de droito qui le.s relie (4). 

fu niarque. La notion de dislance est-elle ou non an- 
térieure à celle de droite? Pour répondre à celte question, 
il faut se demander laquelle des deux notions implique 
Tautre, laquelle peut se concevoir sans Tautre. 

Peut»on penser à la droite sans penser à la distance? 
peot-on penser à la distance sans penser à la droite? 
11 est clair pour nous qu'à la première question on doit 
répondre oui, et à la seconde non. G*est à un fait psycho- 
logique que nuus en appelons, et le lecteur doit juger 
lui-même si ce fait est tel (jue nous l'énonçons. 

Pliilalèllie (3) définissait la distance : Vespace consi- 
déré par rapport à la longueur qui sépare deux corps. 
Cette définition rentrerait, jusqu'à un certain point, dans 



( 1 ) Nouîi ontfndons par cimirn df majoration li; point de ri?.<>paC6 
qui resto immobile quand on miijorc un quantum ffiiflconquo. 

Distance, c'est l'espace, iinlervalle d'un lieu h un autre , — 
se dit auiïsi du temps. 
inUrvalU , e'est la dùtanee d'un lieu ou d'un temps t un autre. 

( DicUannairfi de V Académie J. 
(3) Leibkik ; Notmemtx Estais sur rsntendemenl humain, U\, II , 
cfaap. 13. 
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la nôtre, si , au lieu du mot longueur pur et simple , elle 

contenait les mots longueur de la droite ; et ces der- 
niers mois sont nécessaires : ear, qu'est-ce (\\iime 
longueur qui sépare deux corpa? Cette longueur n'est 
autre que la distance, et, pour ne pas faire une tauto- 
logie, on a employé un terme impropre. 

Théophile corrige la déAuition de son adversaire : 
« Pour parler plus distinctement, dit-il, la dûtanee de 
deux choses situées (soit points ou étendues), est la 
grandeur de la plus petite ligne possible qu*on puisse 
tirer de Tune à Tautre. Celte distance se peut consi- 
dérer absolument, ou dans ujie certaine ligure qui 
comprend les deux choses dislanles. Par exemple, la 
ligne droite est absolument la distance entre deux 
points. Mais ces deux points étant dans une même sur- 
face sphérique, la distance de ces deux points dans cette 
surface est la longueur du plus petit grand arc de cercle 
qu*on y peut tirer d'un point à l'autre. » La confusion 
que fait ici Leibnitz entre la distance et la ligne minU 
mum , provient de Fintime connexion qu*il y a entre ces 
deux idées; la distance est en effet, comme on le sait et 
comme nous allons le démontrer, la li^ne minimum par 
excellence; mais toute ligne minimum n'est pas une 
dislance. La distance entre deux villes n'est pas le plus 
court chemin que Ton puisse suivre pour aller de l'une 
à l'autre, c'est la longueur du chemin fictif qui, perçant 
les montagnes et s'élevant au-dessus des vallées, condui- 
rait directement de Tune à Tautre. Sans doute, par abus 
de langage, le mot distance est quelquefois pris dans le 
sens de route minimum , comme lorsqu'on dit que les 
deux pôles sont distants de 4500 lieues; mais , nous le 
demandons encore une fois , est-ce là la représentation 
fidèle de isi notion de distance? iSous osons répondre na». 
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« La grandeur étun chemtn afwtlument déterminé par 

deux points y dit M. Ueberweg, se nomme leur distance. » 

La ligne droite est absolument déterminée par doux 
de ses points, et elle est la plus courte de toutes les 
lignes qui peuvent les rejoindre, elle est donc la mesure 
de la distance. 

Au fond, la définition de M. Ueberweg revient à 
la Dôtre, mais noas la croyons footive au point de vue 
psychologique. Il a cru pouvoir définir à priori la dis- 
tance sans recourir à la notion de droite; mais c*est 
une illusion : il suffit d'examiner cette même définition 
pour voir qu'elle a besoin d'unti jusliftcation. On réfléchit 
d'abord; on rcconnaîl (juc la droite est déterminée par 
deux points ; qu'entre deux points i! ne peut y avoir 
quune droite; et Ton voit ainsi, mais en corollaire 
seulement, que la définition convient à Tidée définie. 

THtiOReHE IV. La plus courte de toutes les lignée qui 
ont le$ mêmes extrémitée est une ligne droite. 

Car, dans la ligne ÂB , la plus courte entre A et B , 
chacune des parties, telle que CD, est nécessairement 

la plus courte entre les points C et D 
^ qui la limitent. Or, l'espace étant 
homogène, la partie CD, en tant que le plus court 
chemin entre C et D , ne peut différer en forme de la 
ligne Ah^le plus court chemin entre A et B. Les parties 
de cette ligne ont donc la même forme , quelle que soit 
leur longueur, elles sont semblables entre elles; la 
ligne elle-même est donc homogène (i). 

{ 1 ) De la même maoitee , on peut démontrer que Ift ligne la plus 
courte entre deux points sur une sphère est un arc de cercle, et 
par conséquent un arc de grand cercle, puisque , de tom 1rs arcs 
Bous-tendus par la même corde , le plus petit eu celui qui fipfi;^ 
tient au eercle du plus grand rayon. £n effet , celte ligne ia piui 

15 
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Ck>iimi6 notts avoDs démontré qu'entré deux points 
on ne peut tirftr qu'une ligne droite, nous pouvons dire : 

CoROLLAtRB I . La ligne droite est telle que chacune de 

nés parties e&i la plus courte de toutes les lignes qu'on 
peut tirer entre les deux points qui limitent cette 
partie. (4 ). 
Il en résulte aussi que : 

dOROLLAiRi 2 . La distance entre deux points est la plus 
esurte que l*m peut tirer entre ces deux points. 

De làt une connexion intime entre les idées de dis- 
tance, de droite et déplus court chemin , et la définition 
générale suivante de la âisUmee : 

Définition. La distance entre deux ohjets est la droite 
la plus courte que l'on puisse tirer de 1 un à l'autre. 

Ainsi la distance d'iui pouiL a une ûnnio v?i la per- 
pendiculaire abaissée de ce point sur la droite , parce 
que cette perpendiculaire est plus courte que toute autre 
droite ; la distance entre deux droites de l'espace est 
leur perpendiculaire commune» parce que cette droite 
est plus courte que toute autre. Mais, remarquons-le 
encore une fois, la distance est exprimée avant tout par 



courte est telle que chacune de ses parties eat la plus courte entre 

les deux points qui la terminent Or, connie la sphère est une surfSice 
isogène, la distance df>« doux points sur rot te ligne restant cons- 
tante, la ligne qui les relie est toujours égale à elle-raôme. Cette 
ligne est doue isogène, et, sur une sphère, une telle ligne ne peut 
être qu'un arc de cercle. 

( 1 ) Il senMe que t» soit une puéiiUté , après avoir démontré que 
lê pim coKTl «Hmnin enire àem poinii est tme éniief de n'oser rea- 
w«er cette proposition et dire : La droiu at k phu tmi chemin 
entre deux points. Pourtant, si entre deux points plusieurs droites 
étaient possibles , il pourrait se faire qu'une seule d'entre elles fût 
lê plus court chemin t et l'invwsion ne serait plus permise. (Voir 
page ) 
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une droite el non par une ligne quelconque. Ainsi, 
la dislance en Ire deux points pris sur une sphère, est 
noii l'arc de grand cercle, mais la droite qui les joint. 



Définition. Le plan est une surface homogène. 

Théo ni- ME \. Lin plan est déterminé quand dmne 
l une de ses parties (i). 

Corollaire. Lorsque deux plans ont vmporHm com- 
mune , ils coïncident dans toute leur étendue. 

On a déjà vu qu'une droite peut s'appuyer sur un 
plan dans toute son étendue. C'est la conséquence du 
mode de génération du pian : dans la majoration d'une 
portion élémentaire de cette surface , les lignes élé- 
mentaires de cette portion devieiinent des droite*. 
Mais cette conséquence se trouve aussi dans la propo- 
sition suivante : 

Théorème VI. Vintersection de deu^e ^mus est une 

droite, 

£n effet , la majoration d'une portion lie cette inter- 
section devant étendre cette portion à la fois dans les 
deux plans» engendre rintersection «xHière (2). 



( 1 ) Nous avons dit plu* haut qu une ligne n'est une portiwi 
de Bur&ce. 

(2) Quelques mots de dèreloppement ne seront peut-ôtre pas 
inutiles. Soit ab une portion de l'intersection : en tant qu'apparte- 
nant au plan P, par majoration elle reste dans le plsnP; demâme 

elle reste dans le plan Q ; elle se confond donc avec l'intersecUoii 
des deux plans. Ou bien encore : considérant deux portions de ces 
plans, avec la portion de ligne où elles se coupent, et majorant 
eette-flgure, on engendre les plans entiers et l interscction enuère. 
— Tous cee modes de dâmonsInUion sont fort simples , mais il 
fout s^dtie bien pénétré du principe de l'Iiomogénéité pour en con- 
eeroir la puissance et Vepplication. 
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CoROLUiRB. De là 9uit qu*U peut y avoir des figures 
reetiUgnea planée. 

Théorème VU. Par trois points non en ligne droite, on 
ne peut faire passer qu*un plan. 

Théorème Vllf. Un plan ne se bifurque pas. 

Ces théorèmes se démontrent d'une façon analogue 
aux lliéorèmes correspondants sur la droite : on joint 
les trois points par des droites; puis, Tun d'eux étant 
pris pour centre de majoration , celle des droites qui ne 
le contient pas, se meut, pendant qu'où majore ou mi- 
nore Tespace, d'une façon continue sur les deux autres. 

Corollaire 1. Par deux droites qui se coupent , on ne 
peut faire passer qu'un plan, 

CoROLUiRE 2. Quand une droite a deux de ses points 
dans un pian , elle y est contenue tout entière , d^oà Ut 
possibilité de tracer des figures rectilignes planes. 

Théorème IX. Toute portim de droite, située dans un 
plan , si on la prolonge suffisamment, sort de toute figure 
limitée qui la renferme dans ce plan. 

£n eiièt, si Ton engendre le plan par la majoration d'une 
figure plane qui ne contienne qu'une partie de la por- 
tion de droite, cette figure empiétera nécessairement sur 
Tautre, ainsi que la portion de droite qui lui est attachée. 

Définition. On nomme direction d'une droite, la posi- 
tion de cette droite autour d*un de ses points. 

Nous ferons ici les mômes questions que plus haut : 
Peut-on éveiller l'idée de direction sans éveiller celle 
de droite? Ne peut-on pas parler de droite sans faire 
songer à la direction ? La direction n'est donc pour 
nous qu'une manière de considérer la droite dans le 
plan. C'est ainsi que, dans le langage vulgaire, quand 
on dit qu'un otjet B est situé dans une teUe direction^ 
le lieu Â de l'observateur sert de pivot, ù^pHe^ et la 
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direclion est indiquée par la position du bras (position 
de la droite), qui tourne autour de ce pôle dans un 
même plan, et de manière à indiquer Tobjet B. On dit 
encore : Tai suivi teiU direction, La droite est alors 
prise pour une moyenne servant de mesure à la route 
que Ton a suivie réellement. 

Un théorème curieux vient confirmer cet usage du 
terme de direction. 

Si l'on nomme zéro la direction de la droite qui 
passe par le point de départ et le point d'arrivée, la 
somme des changements de direction est nulle, quelle 
que soit la route suivie. 

Sans s'en rendre compte , on admet tous les jours 
cette proposition comme vraie. La démonstration én est 
facile. Nous prenons pour négatives les directions 



C'est, en définitive , le théorème sur les angles exlé- 
rieursd'un polygone, qu'on pourrait énoncer comme suit : 

La somme des changements de direction de tous les 
côtés, moins un, d^un folygone est égale à ta direction de 
ce côté. 

La direction est ce qui distingue une droite de toute 
autre droite qui la coupe; c*est elle, en un mot, qui 
donne le caractère individuel de la droite. 

M. Ueberweg a essayé de la définir à priori. Nous 
croyons qu'il y a là une erreur psychologique. Nous 
avons précédemment critiqué cette définition; ici, nous 
ferons remarquer que cet auteur a eu tort de considérer 
la droite comme située dans Vespace, au lieu de la sup- 




♦ 



0 



en dessous de la direction qui 
précédait. II fluut prouver que : 

a — b -\- c — d + e = 0. 
Or:a — b= — n; e—d=~m; 
et : c = m -j- n. C. Q. F. T). 
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poser, comme nous, dans leplan. Outre des considé- 
rations d'analyse qui s'opposent à cette manière d en- 
visager la dirwHm , on se trouve bientôt en face d'une 
difficulté insurmontable, quand, définissant l'angle 
Hfférencê 4b deux direetûms, on est obligé d'expliquer 
comment deux droites qui font, dans Tespace, le même 
angle avec une même troisième, peuvent faire un angle 
entre elles. 

Définitions. Si, par un point donné dans un plan, on 
iait passer toutes les droites possibles, on a ce que 
nous nommons la rose des directions , et le point donné 
en est le|w/^. 

TtoÉoftÊHK X. TatUeê Us roses des direcHons smU éem- 
Habies, et à chaque direcHm de Vune eormpend une 
déreetitm de Vautre, 

Cette proposition est une conséquence de l'homogé- 
néité du plan. 

Toute déterminalion nouvelle et, par sa nature, sus- 
ceptible de variation , demande une mesure, une règle, 
une détermination fixe prise pour unité, et que, pour 
le cas qui nous occupe, nous nommerons norme. Dans 
toute rose de directions , nous devons donc prendre une 
direction arbitraire pour norme et lui rapporter toutes 
les autres. Cette direction particulière nous la nomme- 
rons la direction 0. 

Tneoitm XI. la majwatUrt^ du plan ne chan^ pas la 
direction de ses droites. 

En effet, si l'on majore le plan du point B situé sur 
^. ^ la ligne des pôles AA , et 

A pris comme centre de 

.1 >o majoration , le point A se 
\ transporte en A', empor- 

tant la rose avec lui ; la 



/ 
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direction de la norme AO n'a pas changé, et, par con- 
séquent, les autres directions se correspondent encore 
(théorème X)- 

Remarque» A cette démonslratioii on objectera peut- 
èUe que,*d«ii8 le transport de la rose Aen A, la droite 1 
peut SToir pris la position de la droite 2, et r^pro** 
quement. Ce saut est incompatible avec YkemogMUé 
du plan. Toutefois, nous pouvons offrir une seconde 
démonstration qui est à l'abri de ce reproche, mais 
où cet avantage est compensé par un peu plus de lon- 
gueur. La voici : 

Si nous majorons l'angle OAi, du point A comme 
centre de majoration, et dans un rapport donné, cet 
angle ne change pas de valeur, ni ses o6tés de posi-» 
tion. Majorons-le maintenant, dans oe même rapport, 
du point S situé sur Tun de ses côtés, et pris comme 
centre de majoration, Tautre c6lé se transportera 
en A' i\ par exemple; or, les angles résultant de ces 
deux opérations sont c^aux, puisqu'ils ont môme forme 
et même grandeur ; donc l'angle OA'l' est égal à 
Tanglo OAl, et les directions Al et A4' sont les 
mêmes. 

DAniuTioifs. La figure formée par deux droites qui 
partent d'un même point se nomme angle ; .les droites 
sont les eàté» de l'angle, et le point dont eUes partent 
en est le sommet La wdeur ( 1 ) de Tangle est la diffé^ 

rence de ia direction de ses côtés. 



( 1 Nous évitons d'employer le tf rme de grandeur ta parlant de 
1 angle pour des raisons que nous dirons bientôt. 
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Ainsi la valeur de Taogle B A C est la difl'érence des 
_ directions AB etAC Gela suppose 
U donc qu'on a une unité pour mesu- 

^^^""'^ rer cette différence, une nnité-dif- 
^^^^ féretuse, ou un angU^nité, On sait 

qu*on prend généralement à cet effet Tangle droit ou 
Fangle d'un degrél 

Tout ce qui précède est conforme aux usages ^1- 
gaires que l'on fait des directions et des angles; on 
sait que sur le cercle on marque un 0 ou point fixe ; 
puis l'on désigne cliacunc des droites qui pai Lent du 
centre, par les chitTres 1,2,3 — jusque 3C0, et 
Ton apprécie par là la valeur plus ou moins grande 
de l'inclinaison. Mous allons voir comment l'on cons- 
truit ces divisions. 

TïïtùKisa XII. Deux angles tmt égaux quand Ue ent 
la même valeur» 

G*est , en effet , le seul cas où ils se superposent. 

Étant donc pris un angle , on le promène à partir de 
la Uiiection AO, en aymiL soin qu'un même côté se 
place siu cessivement dans la direction de l'autre. 
L'angle que l'on prend est de préférence une partie 
aliquote du plus grand écart de direction, qui est 
quatre angles droits , ainsi qu'il résulte de ce qui suit. 

DfinNmoNS. Une droite est susceptible d'être parcou- 
rue en deux sens différents; et la différence de ces deux 
directions contraires est constante pour toutes les 
droites. La moitié de cette différence constitue la valeur 
de V angle droit; et les deux côtés d'un angle droit sont 
dits perpendiculaires l'un à l'autre ; dans toute autre 
position lis sont obliques, et 1 angle est dit obtus ou aigu 
suivant qu'il est plus grand ou plus petit qu'un droit. 
Il va de soi que les angles droits sont tous égaux. 
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De là la proposition suivante : 

TltfORfiMft XIII. Lorsqu'une droite en rencontre une 
aiUre^ die passe à l'autre côté de cette autre, et les 
angles opposés par le sommet sont égaux. 

Soient les deux droites AB et CD ; la différence des 



côté de la droite AB. 

Théorêmk XIV. Quelle que soit la dii-ection prUiC pour 
norme, la valeur de V angle reste la même. 

Cette proposition, évidente par elle-même, contient 
comme corollaire que Tangle extérieur d'un triangle est 
égal à la somme des deux intérieurs qui lui sont 
opposés. 

Soit la droite B C prise pour norme ; la direction 



différence des directions AGO et ABO. On a encore: 
BAC+ABG = AGO; et ajoutant Tangle AGB de part et 
d*autre, il vient : 

BAG+ABG+AGB=AGO+ACB = 2 droits. 

Ainsi se démontre sans difficulté ce théorème si 
difficile à démontrer par les principes ordinaires. Il 
est inutile de faire leniarqucr que par hi est aussi 
validée la démonstration de celte proposition au moyen 
de la rotation des côtés d'un triangle autour des som- 
mets , et de leur translation le long d'eux-mêmes. (Voir 
page 214. ) 




directions £A et EB étant égale à 
ta différence des directions EC 

et ED, l'angle AEG est égal à 
l'angle BëD « et est situé de l'autre 



1 




de AC est mesurée par l'angle AGO; 
la direction de AB par l'angle ABO; 
la différence de ces deux directions , 
qui est l'angle BAG, est égale à la 
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Passons maintenant à la dùmuiistration des Ihéo- 
rèuies sur la lornie de l'angle, et de la | imposition de 
Mili, que 1 ccaii des deux côtés d'ua angle va eu 
s'aj^randissant de plus en plus. 

Théorème XY. Les angleê semblMes (1) smt égaux. 

En effet, par la majaraUon on ne change pas la direc- 
tion des droites; la valeur de Tangle reste donc la 
même; et, comme des angles qui ont même valeur 
sont égaux , les angles majorés , qui sont semblables à 
l'angle primitif, lui sont aussi égaux. 

Cette proposition est iiiiporlante , et elle laisse pres- 
sentir (jue, dans la théorie des li|^^ures semblables, 
nous pouvons poser comme principe que celles-ci ont 
leurs angles homologues égaux. C'était déjà d'ailleurs 
un corollaire du théorème XI (2). 

Théorème XVI. Les côtés d'un angle vont en s*éearimt 
de plus m plus , à mesure qu*m s'éloigne du sommet , cet 
éeartement /étant mesuré par la longueur des porHens de 
droites interceptées et ayant même direetim. 



( 1 ) On ne doit pas oublier ([uo les Ogures temblables s'obtieniMait 
par la majoration de l'une d'entre elles. 

(2) On comprend maintenant pourquoi nous n'avoue pas voulu 
nous servir de l'expression usitée grandeur d'un angle. Cest que i 
dans l'angle , la grandeur ii*eBt pas opposée à la fonne; mais Fane 
c'est l'autre; les angles d'une Corme donnée ne sont pas^lesuns 
plus grands, les autres plus petits; ils sont égaux. Nous n'avons 
pas à parler non plus d'angles équivalents ; les angles équivalents 
sont égaux. La grandeur ne peut jamais appartenir qu'à des 
quantums limités ; aussi , on ne parle jamais de la grandeur des 
paraboles, des hyperboles, ete. Avant d'évaluer la surface de ces 
courbes « on les limite dans tous les sens d'après certaines conven- 
tions. D'ailleurs, rien n'empèdie de se servir des espressions de 
grand et de petU angle , maintenant qu'on a en soin de montrer que 
ce n'est pas 1& une grandeur de même nature que celle des flgores 
fermées. 
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Soit un angle BAC, et par le point D tirons une 
droite D6 de direction arbitraire. Majorons la figure 

^y" en partant du point D 



étant le double, par exemple, de AD ; A G a reculé 
en A'C en conservant la même direction. (Donc, pour 
le dire en passant, la droite A G, dans son mouvement, 
n'a jamais eu de point commun avec la position pré- 
cédente; sans quoi elle aurait fait un angle, c*est-à-dire 
une dilTérciicc de direction, .tvcc cette môme position.) 
Le point E s'est inû le long de la droite DG el est 
arrivé eu F , de manière que DF soit ie double de DE. 
Quant à l'angle C'A'B, il est resté le même (théo- 
rème XV). Si donc on le fait maintenant coïncider avec 
son égal GAB, le point D viendra tomber en D', 
le point F en F'; les deux droites DE et D'F' ont la 
même direction , et l'une est la moitié de l'autre. 

Si nous avons supposé que AD était doublé en AD, 
c'était pour aider rimagination. Quelle que soit la pro- 
portion, on voit que l'on a toujours: AD : A D=D'F': DE; 
ce qui était \\ démontrer. 

Définitions. Les droites qui ont môme direction sont 
dites parallèles. Toute droite qui rencontre des paral- 
lèles se nomme sécante* 

Th&or&he XVII. Deux parallMes font avec me même 
sécante des angles cùrrespmdants égaux, 

Gette proposition est évidente, et elle sert de base 
à la solution du problème qui consiste à mener par un 
point une parallèle k une droite. 

Dans le courant de la démonstration du IhéorèmcXYl, 




comme centre de majora- 
tion : le point A glisse sur 
la droite AB et vient, sup- 
posons-nous , en A', A'D 
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nous avons fait remarquer que la droite AC, dans son 
mouvement, ne coupe jamais sa {josiliou précédente ; 
nous pouvons donc regarder comme démontrée la pro 
position suivante que nous avons sig^nalée parmi les 
postulats : 

Théorème XYllL Quand me droite eet paraUèle à 
une autre, elle est tout entière du même côté de cette 
autre, 

TfiÉORÈHE XIX. Deux parallèles ne peuvent se reneon- 
trer si loin qu'on les suppose prolongées. 

Car sans cela elles formeraient un angle. 

Théorème XX. Deux droites qui n'ont pas même direc- 
tion se rencontrent. 

Cette proposition est le postuiatum d'Euclide sous 
une forme un peu différente. Soient BA et C'K deux 



KC; et par un point F pris arbitrairement sur KC et 
le point D pris arbitrairement sur AB, tirons une droite 
indéliuie DO. Si nous majorons la figure en partant du 
point D comme centre , le point A se mouvra le long 
de BA; la droite A G s*avancera d*un mouvement con- 
tinu vers la droite KG', jusqu*à ce qu'elle se confonde 
avec elle ; et à ce moment le point A est en A' sur la 
droite B A ; la droite G'K prolongée vient donc tomber 
en A'. Quant à la droite AC, elle rencontre tou- 
jours KC; car il siiHit pour cela de majorer la figure 
dans le rapport de DE à DF. 

Remarque. Les dt^monsirations des propositions XVI 
et XX sont un peu longues ; mais il est facile de voir 




droites de directions diffé^ 
rentes. Par le point A quel- 
conque de la droite AB 

tirons une droite AC, qui 

ail la même direction que 
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qu'elles sont immédiates , et que leur longueur provient 
de la nécessité où nous nous trouvons d'insister sur tous 

ces principes nouveaux auxquels on n'est pas habitué en 
géométrie. Nous pouvons, en eifet, nous eontcnler de 
dire : En majorant la figure de manière que A glisse 
le long de BÂ, ou voit que AC finira par coïncider 
avec KG', sans cesser de couper le côté AB. 

GoROLUiRB 1. Deux droites qui, situées dans le même 
pian, ne peuvent se rencontrer si loin qu'on les suppose 
prolongées, smt parallèles. 

C'est une conséquence des deux propositions précé- 
dentes. (Voir, dans le livre précédent » la théorie des 
inverses et des réciproques.) 

ConoLLURK 2. Lorsqu'une droite a de ses points des 
deux côtés d'une autre droite, elle eoupe celle-ci. 

Car si elle ne la coupe pas, elle ne la rencontre 
pas (théorème XIII), et reste toute du même côté 
de cette droite (théorème XYllI), ce qui est contraire 
à rhypothèse. 
Théorème XXI. Deux parallèles sont équidistantes. 
On sait combien il est facile de démontrer cette pro- 
position. Biais nous allons en démontrer l'inverse qui 
sert do base à la lliLurie de M. Lamarle sur les paral- 
lèles, et qui lui a coûté des efforts si laborieux. 

Théorèmf. XXII. Toute ligne équidi^lanie d'une droite 
est une droite , la distance étant marquée par la longueur 
fixe d'une portion de droite d'une direction constante. 

En effet, soit CD une ligne équidistanie de la 
droite AB , et soient mp,nq, etc. , des portions de 
^ , , , , B Parallèles servant à mesurer 

/ /III / / les distances. Majorons une 
j ^/////// ^ portion mnpq^^^ la figure 

dans le sens de A B , de 
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manière que mn s'étende sur AB , on voit que pq 
s étend le long de CD ; la ligne CD est donc une ligne 
hamo(jciit\ c'est-à-dire une droite. 

Hemarque. Le mode de démonstration est, cônirae 
on le voit, toujours le même ; et, à la rigueur, il eût 
suffi de faire remarquer que la majoration d^une portion 
de la ligne équidistante engendre la ligne entière. 

TirtORÈHC XXIiL l>*«it point prU iur uim droite m 
m dehors d^une dniu, on ne petU mener à edle^ 
qu'une oblique faisant avec elle un angle donné. 
(L'angle est naturellement pris dans le même sens.) 
Gela est évident : la direction BO tlant prise pour 
^ norme, les droites AB et A C qui ont 



£ }(j le même angle avec BO. 

ConoLLAiRE. D'un point on ne peut mener qu*une per- 
pendieiUaire à une droite. 



La définition ordinaire du terme convexe est celle 
qu'en donnent Legendre et M. Blanehet : 

CTfi polygone convexe est m polygoae situé entièrement 
é^un même côté de la direetim de chacun de ses côtés. 
Cette définition ne répond pas immédiatemeni à 



I 1 ; Convexe so dit, par opposition à Concave, d'une surface bombée , 
sphoriquement (pourquoi surface? pourquoi sphériquemenif) ; 
bomber, rendre convej;e. 

Cùnctm Be dit, iHtr oppodUon & tk>nveze, «fiine nirluie ûmuiê 
sphèriquAmeot; 
Cfeusar , «*est faire toi ûrna; 
Creux, c'est une eaoUé; 
Cavité t c'est un creux. 





De la CKmvezité «t de la ooMMfvilé (l). 



{Dictionnaire de l'Académie.) 



Digitized by Google 



ridée qu*on se fait de la oonvexité. En effet, avant 
de l'admettre, on se figure une ligne convexe en 
général , et l'on vérifie expérifnentalemeHi sor elle la 

vérité de la proposition qui apparaît ainsi comme un 
théorème. 

2° De là suit que \'\ définition est aussi en (juelque 
sorte négative : elle permet, étant donné un polygone, 
de reconnaître s'il est convexe ou non ; mais il faut un 
raisonnement pour coastroire d'après elle un polygone 
convexe. 

3* Elle définit un polygone et pon une ligne femée 
ou non fermée; de plus , elle entend la convexité d'une 

figure rectiligne, et non d'une ligne courbe, en général, 
dont la convexité ne peut se délinir ensuite qu'au moyen 
de la tangente. 

4* On est forcé de passer sous silence la notion de 
concavité^ dont la place serait tout aussi bien ici. Ën 
^ effet , qui nous dit que la figure ABC est 
plutôt convexe que concave? Pourtant, 
d'après la définition, elle ne serait que 
convexe. 

5* Elle est doao ifeusse, puisque cette ligne ABC 
est aussi bien concave que convexe. 

Y/ t 11 ^ C'est ainsi encore qu'en analyse 
f la figure toute convexe AMBN se 
Ja compose de deux parties, l une coii' 
/\s_vf cave AMB, l'autre convexe ANB 
^ ^ L^jpSir rapport à l'axe OX. 
6" De là suit que Legendre et M. Blancbet ne peuvent 
donner la définition du point â^mfieaskmt définition 
fautive aussi en analyse oh on le signale comme le point 
on une Hç^ne change sa courbure, de concave devient 
convexe, ou inversement; d'où il résulterait, à la ri- 
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gueur, que les points A et B seraient des points 
d*lnflexion. 

La concavité et la cmvexiU sont relatives au lieu 
de Tobservatenr : qnand on ref^rde une sphère à 

rintérieur, on la voit concave; quand on la regarde à 
l'extérieur, on la voit convexe. 'Vonr un 
observateur placé entre les deux cercles 
A et B, le cercle A paraîtrait concave et le 
cercle ï\ convexe. Ainsi l'on peut dire, en 
général, que» 
La négative éTune fyure est toujours d^une courbure 
différente. 

Le changement de direction peut avoir lieu dans deux 

sens ; c'est une conséquence de ce qu'une môme droite 
sert pour deux directions opposées, différant de 180*. 
Il y a le sens de droite à gauche et celui de gauche à 
droite. 

Définitions. Une ligne est dite concave ou convexe 
quand le changement de direction de ses éléments a 
toujours lieu dans le même sens ; Fun des sens étant 
pris pour marque de la convexité, Tautre Test pour 
marque de la concavité. Le point iTinfiexion est celui où 
la ligne de concave devient convexe, ou inversement. 
Ainsi la ligne polygonale ab c d}\ e'S f g h change 
toujours sa direction dans le même sens 
de a jusqu'en M , c'est-à-dire qu'une per- 
sonne qui marcherail le long de cette ligne 
tournerait depuis a jusqu'en M, toujours 
de la droite vers la gauche; en M, point 
iTinfiexion, le changement de direction 
ayant lieu désormais de la gauche vers la 
droite. Si Ton a appelé convexe la pre» 
mière partie de la ligne , celle-ci passe 
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eu M de la convexité à la concamté; eu N est uu 
nouveau fomt éTmflexim • la ligne repasse de la cm- 
cavité à la convexité. Nous avons vu plus haut que la 

somme des cliangements do direction par rapport à la 
droite ah prise pour norme est nulle, ce qui est con- 
forme au langage ordinaire , qui dit qu'une ligne telle 
que ah. ..g h va dans la direetiou ah. 

Abusivemeut, on u'emploie que le terme de convexe 
pour désigner la courbure d'une ligne fermée qui 
change constamment de direction dans le même sens. 

De là les propositions suivantes : 

TiitioaÊNE I. Si sur le périmètre d^une ligne fermée 
convexe on prend deux points et qu'on les joigne par une 
liyne droite , cette portion de droite est tout entière 
située à l'intérieur de la figure positive (et à l'exté- 
rieur de la figure négative, pour laquelle d'ailleurs le 
périmètre serait concave ). 

Cette proposition iaciie à démontrer, définit complè- 
tement la convexité des figures fermées ; il en est de 
même de la suivante qui n*est autre que la définition 
de Legendre : 

TEtovtm lU Toute figure fermée convexe est tout 
entière située du même côté de la droite qui passe par l'un 
des élément. s de son périmètre. 

Nous nous abstenons de parler de la convexité cl de 
la concavité des surfaces , notions qui sont soumises à 
des règles un peu différentes, mais faciles à établir ( i ). 



( 1 ) Pour être complet, donnons encore la définition , si utile en 
analTse , de la convexité et de la concavité relatives. 

Une courbe est dite tourner sa concavité ou sa convexité vert une 

droiU'. Vx, suivant que la direction de ses élèinniits se rapproeire 
ou s'éloigne d'une autre direction lixo Oy , incluiée sur Ojt. 
La convexité et la concavité peuvent aui^si être reiâti\eË à un point: 

16 
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De I» SfnMffie (1). 

DÉFlNmo>. Deux li^m'cs sont dites symélriques , 
quand eilcs sont coiupusccs des mêmes élémeiils, cl 
que ceux-ci sont disposés en sens inverse chez i'uuo 
et chez l'autre. 

Soit mn un élément d'une ligure; l'élément sui- 
vant mq, déterminé par sa longueur et sa direction 
(son angle) par rapport à mn, peut se placer suivant mq 
ou suivant m((, d*après le sens de cette 
direction : mq est dit symétrique de mc[\ 
et les deux fiiiiires nmq cL nmql sont dites 
symétriques. — i l est facile d'étendre ce qui 
précède aux surl'accs , en remplaçant les élé- 
ments linéaires par des éléments de surface. 
Voici la déiioilion ordinaire de la symétrie : 
Deux figures planes sont symétriques lorsque knts 
leurs poùUs sont à égale Ustance équité droUe fixe ftrise 
pour axe de symétrie. 

Deux solides sont symétriques par rapport à un plan, 
lorsque chaque point de l'un a son snvielrique dan^ 
l'autre. Deux points sont dits symétriques par rapport à 
un plan , quand celui-ci est perpendiculaire au miUeu 
de la ligne qui les joint. 




la courbe est convexe, quand la direction de ses éléments se rapproche 
continuellement de celle des rayons vecteurs ( rayons visuels) pas- 
sant par le pôle P; concave, quand cette direction s'en éloigne. 

{ 1 ) Symétrie, proportion et rapport de grandeur et de figure que 
les parties d'un corps naturel ou artificiel ont entre elles et avec 
le tout. [Diel. de V Académie. 

Kouâ avouons ne pas connaître de corps naturel on artificiel qui 
ne soit pas synUlrique en ce sens. 
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•I* C*cst une définilion par une propriété, c'est-à- 
dire peu intuitive : un a l'idée de la symétrie avant 
celle de sa propriété. Tout le monde sait que les deux 
mains sont symétriques , et cependant on en reconnaî- 
trait ditticilement la symétrie par cette déiinition, qui tout 
au plus pourrait s'appliquer aux deux moitiés du corps. 

2* Celte définition confond la disposition symétrique 
avec la symétrie elle-même : deux mains sont symé- 
triques quand bien même leurs points ne seraient pas 
à égale distance d*un plan flxe pris pour axe de symé- 
trie. De sorte que la détiniLion n'est inversible que par 
l'additiou d'nn peut. 

Notre déiimtion permet, en outre, de démontrer 
facilement ces deux propositions , qui sont du domaine 
vulgaire : 

Thëor&me 1. Deux figures planes syméMques sont 
superposâmes par rabattement; 

Thëorêm£ II. Deux surfaces stfméiriques le sont par 
retournement. 

Retourner une figure , e'esl faire de sa face interne sa 
face externe , et inversement. 

Dans la géométrie élémentaire , un se sert toujours 
de la première proposition sans l'avoir démontrée ni 
même énoncée. Dans la géométrie des solides, on ne 
parle pas de la seconde, laissant ainsi sans explication 
comment il se fait que le gant de la main droite peut» 
après retournement, s'appliquer sur la main gauche. 

A. Le rabattement peut se remplacer de 
^^-^^ môme par le retournement. Si je re- 
j \^ louiiio la n«;-urc BAC comme un gant, 
\ ; /'^ c'esl-à-dire en tirant le sommet A et 
^" — «,.J j l'amenant en A' , j'obtiens la symé- 
K trique de BAC. 
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La démonstration de ces deux théorèmes repose sur 

les proposiLioiis suivantes, qui ue sont que des corol- 
laires de la définition d(; la symétrie : 

Lemmë I. La sjmétrique delà symétrique d'une figure 
reproduit celte figure. 

Lemme II. Dans toute figure les deux faces »nU 
symétriques. 

Ainsi , pour nons servir d*une image, si l'on trace 
sur une vitre une figure, suivant qu'on regarde celle- 
ci d'un côté ou de Tautre de la vitre, ses parties 

prennent pour l'œil une disposition inverse. 

Le rabattemeiil des ligures planes est justifié par la 
même considération. La sijmétrique de la figure BAC 
est tout aussi bien sa face de dessous que la figure 
B A'G. Cette face de dessous est donc égale à la figure 
BÀ'C; car deux symétriques d'une même ûgure sont 
égales. C'est là l'essence du rabattement : quand je (Suis 
tourner la figure BAC autour de B G comme charnière, 
de manière à cequ'elle vienne tomber sur la figure BA'C, 
la fluce supérieure de B A' G coïncide avec la fece infé- 
rieure de BAC, et sa lace inférieure coïncide avecla 
face supérieure de celle-ci. 

Il est inutile, pensuns-uous, de chercher à justifier 
la définition ordinaire de la symétrie; il résulte immé- 
diatement de la nôtre , que deux figures placées syimé' ^ 
triquement sont symétriques. 

De plus , gr&oe à notre définition , il n'est plus besoin 
d'un si grand nombre de propositions (Blahchet , livre 
VI; XX à XXV), pour établir cette autre , pour ainsi 
dire, évidente par elle-même : que deux figures sy- 
métriques sont équivalentes. Toute démonstration qui 
démontre une chose évidente par des raisoiaiements 
laborieux , trahit un vice dans les principes , et doit. 
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autant que possible, être remplacée. C'est ici le cas. 
Notre défiaition de deux Ûgures symétriques, indiquant 
qu'elles ne difièrent que par la disposition des parties, 
il s*en suit immédiatement que des figures symétriques 
sont équivalentes , et mémo égales , car èlleê mi même 
grandeur et même fùrme. Il est vrai que l'une est à gauche 
ce que l'autre est à droite ; mais ce n'est qu'une relation 
tout extérieure, une relation à l'observateur, que cet 
(jt)servaleiir soit personnifié à l'intérieur ou à l'exté- 
rieur de la figure , ou qu'il soit la figure elle-même , ou 
Tune de ses parties personnifiées ( 1 ). 

2 2. — DB8 FIOUREB eSHBLABL». 

Nous avons vu que la définition de la figure doit être 
génétique, et ne contenir ni trop , ni trop peu d'éléments 

de description. Mais ce que nous en avons dit a trait 
seulement à la figun» genrCy el non à la fijîure individu. 
\()us nous expliquons. La définition du ti iaii^He , par 
exemple , dit que c'est une figure feimiée à trois cotés 
rectUignes. Cette définition comprend tous les triangles 
possibles.il s'agit maintenant de savoir comment je puis 
décrire, définir un triangle particulier, ce triangle-i» 
à l'exclusion de ce triangle4â. Il ne faudrait pas ré« 
pondre que le triangle est déterminé comme individu, 
quaud, au lieu de laisser les côtés quelconques, on 
on donne la longueur. C'est vrai pour le triangle, mais 
ce ne serait plus vrai pour un quadrilatère ou un 



. 1 ni est remarquable que les polygones réguliers pairs jouissent, 
au point de vue de la symétrie, de propriétés diflfewtes des poly- 
gones réguliers impain; les praniets pouvant se diviser en deux 
parties é^alei, les seconds ne le pouvant qu'en peities tymétriqm* 
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polygone en général, en un mol, pour toute figure 
feroiée de plus de trois côtés rectilignes. H ne suffit 
donc pas de déterminer, d'individualiser les éléments 
contenus dans la définition du genre, pour déterminer 
l'individu. Or, comme le géomètre étudie le genre dans 
rindividu , il faut qu'il sache distinguer ce qui ajtpar- 
tient au genre de ce qui appartient à l'individu. La 
question à résoudre est donc la suivante : 

Supposé connue lu description du genre ^ comment 
décrire l'individu? 

La restriction, supposé connue la description du genre, 
est nécessaire, et l'on doit y faire attention. 

Or, la description doit être telle que par son moyen 
on puisse obtenir l'individu et n'obtenir que lui seul. 
En d'autres termes , il faut que tous les individus que 
l'on pourrait décrire sur la même définition individuelle, 
soient égaux entre eux. 

Les conditions d'égalité de la figure sont donc les. 
éléments individuels de la description. 

Donnons des exemples : 

1) Deux triangles sont égaux, quand ils ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun. — Donc la longueur des 
trois côtés détermine Tindividualîté du triangle. 

2) Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un angle 

égal compris entre côtés égaux chacun à chacun. — 
Donc un angle et la longueur des côtés adjacents déter- 
minent un ti'ianf^ie. 

3) Deux triangles sont égaux quand ils ont un côté 
égal ac^acenl ù deux angles égaux chacun à chacun. — 
Donc un côté et les angles adjacents déterminent un 
triangle. 

4) Deux cercles sont égaux, si leurs rayons sont 
égaux. — Donc le rayon détermine le cercle. 



Digitized by Google 



5) Deux ellipses sonl égales, si leurs axes sont égaux 
chacun à chacun ; 

6) Si deux diamèlres conjugués» égaux chacun à 
chacun, comprennent le même angle; 

7) Si la distance focale et la somme des rayons 
vecteurs sont égales chacune à chacune. 

8) Deux ellipsoïdes sont ^ux , si leurs axes sont 
égaux chacun à chacun. 

Donc les axes, deux diamètres conjugués et leur 
angle , l'excentricité et le grand axe , déterminent une 
ellipse ; les trois axes déterminent un ellipsoïde. 

Ën résumé, les éléments individuels d'une ligure 
forment en elle une figure particulière, qui est, si nous 
pouvons employer cette expression , le squeleUe sur 
lequel viennent s'appliquer les chairs d*après la loi qui 
préside au genre (i). 

Pour le triangle, cette loi est: 1) que les côtés se 
touchent deux à deux; 2) que la figure soit fermée par 
le troisième côté; 3) que les deux autres côtés se placent 
dans la direction des côtés des angles. 

Pour le cercle 4) que l'une des extrémités du rayon 
mobile passe toujours par le centre. 

Pour Tellipse, la loi est représentée par Téqualion 
5) a»îf«+>*a!*= a»«^; 6) a'*f- + b^'x* « a'^b^'i 7) par la 
condition que la somme des rayons vecteurs partant 
des foyers, soit constante. 

Pourrellipsoïde8)par Téquation : — j |^-f 1- a-. 4. 



V I ) On doit bien faire attention que le squfilettf- m' contienne pas 
plus qu'il n'est nécessaire, , dani> la guntuatiun des Butions 
coniques an moyen de deux cercles fixes, snr lesquels roule un 
iroislàme oerele variable de rayon, il ne teut pas regarder le 
s quelette comme composé des rayons et de la distance des centres. 
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Gela établi , voici deax théorèmes généraux de la 
plus grande importance. 

DKfinition. Nous entendons par figum de même 
espèce, les figures semblables dans !e même genre. 

ThCorême I. Lee figurée de même espèce etU leurs sque- 
lettes semblubl^ {de même espèwy 

C'est un corollaire qui découle du théorème fonda- 
mental sur la forme, et de la génération des figures 
de même espèce. Pour engendrer celles-ci, eu effet, 
il suffit de majorer ou de minorer un individu queU 
conque; or cette mqoration portant proportionnelle- 
ment sur toutes les parties, le squelette est majoré 
aussi dans le même rapport. 

TRÉOBtiiB IL Les figures de même genre qui ont leurs 
squelettes de même espèce , sent semblaltleâ {de même 
espèce). 

En effet, en majorant convenablement ces figures, on 
rend leurs squelettes égaux, ce qui les fait devenir 
elles-mêmes égales. Or, les figures qui deviennent 
égales par majoration sont des figures semblables. De 
là, comme corollaires, les deux tbéorèmes suivants : 

Théorème lil. Les figures dissemblables mUleurs sque- 
lettes dissemblàldes. 

Théorème IV. Les figures qui ont leurs squelettes dis- 
semblables sont dissemhUtbles. 

Mais à l'occasion de ce dernier théorème, nous de- 
vons rappeler ce que nous avons dit du paradoxe 



mais comme formé de la somme ou de la différence de ces rayons, 
pom* l'ellipse et l'iiyperbole; du rayon augmenté de la moitié de 
l'excès de la distance du centre k la droite fixe sur le rayon, 
pour la parabole. — Voir d'ailleurs ce que nous allons dire du 
{Muradoxe géométrique. 
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géométrique à propos du cercle circonscrit à un 
triangle , ou du cercle en tant que déterminé par trois 
points. Bien que la figure déterminée par ces trois 
points soit toigours Bembiablet quelle que soit la 



C'est que le squelette tait corps avec la iigure elle-* 
même. Ainsi encore les deux figures ci-jointes for^ 



gales), quoiqu'elles puissent appartenir à des ligures 
semblables (ou égales); mais, en tant qu'on considère 
le squeletlp ( oninie faisant partie de la ligure, un ne 
pourrait pas dire que ces deux figures sont égales. 

L'exemple suivant, pris dans une partie plus élevée 
de la science, est par&itement concluant. 

Deux hyperboloîdes semblables ont leurs axes sem- 
blables; et ils ont aussi leurs directrices semblables. 

Deux hyperboloîdes sont semblables, s'ils ont leurs 
trois axés semblables, et encore s'ils ont trois de 
leurs directrices semblablement placées. 

Deux liyperijuloides sont dissemblables si leurs trois 
axes sont dissemblables . 

£t pourtant on ne peut pas dire : 

Deux hyperboloîdes sont dissemblables si leurs trois 
directrices sont dissemblables. 

Mais, si au lieu de considérer Thyperimloîde pur et 
simple, on le considère en tant que renfermant en lui 




position de ceux-ci, les deux 
figures ci-jointes ne le sont pas, 

en tant qu'on laisse sur la cir- 
conférence les points qui l'ont 

déterminée. 




mées par les traits forts 
etcorrespondantaux cas 
2 et 3 , nesont pas sem- 
blables (pas plus qu'éo 



les axes et les dirt t u it-es, ces deux dernières proposi- 
tions sont vraies au même titre. Seulement la première 
est toujours vraie, parce que les axes forment une 
figure déterminée dans Thyperboloïde, tandis qu'il n'en 
est pas de môme des directrices qui sont prises arbi- 
trairement sur la surface , comme les trois points sur 
la circonférence du cercle. 

Le quatrième théorème donne toujours lieu à un 
paradoxe ; mais comme ce tliéorème est de sa iiaLui'e 
tout négatif et que son emploi est par là même peu fré- 
quent, pour ne pas dire nui, un ne doit pas s'y arrêter. 
Toutefois, c'est ce même paradoxe qui explique la na- 
ture toute particulière de la similitude en géométrie 
analytique , où les axes forment une figure qu*on ne 
peut abstraire de la figure totale qu*au moyen du chan- 
gement de certaines quantités dans Téquation de la 
figure. Deux courbes, en effet, ne sont pas égales quand 
leurs équations sont identiques , car il tant en outre 
qu'on prenne le môme système d'axes. Ce point étant 
facile à développer» nous ne nous en occuperons pas 
davantage. 

Théorème V. Le squelette peut toujours se ramener à 
des lignes droites faisant entre eUes de certains angles. 

Corollaire i . Comme les angles semMIfles sont égaux, 
et que les lignes de deux figures sembkkies mit propor- 
tionnelles, les conditions de similitude seront ramenées 
à l égalité des angles et à la proportionnalité des côtés de 
ces anales. 

Le théorènje est évident à priori. Si l'on eonsidère 
une courbe quelconque , elle est donnée par son sque- 
lette et sa loi de génération; le squelette est nécessai- 
rement plus simple que la courbe; comme la similitude 
de deux courb^'s de re genre a été ramenée à celle de 
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leurs squelettes, on a supprimé, dans l'étude de cette 
similitude, nne loi de génération. Maintenant, le sque- 
lette peut être lui-même une courbe ; mais celle-ci, se 
ramenant à son squelette, et la loi de sa génération 
étant mise de côté, le squelette de la figure primitive 
va se simplifiant de plus en plus; et comme» en défini- 
tive, une courbe, si compliquée qu'elle soit, est donnée 
par un nombre fini de lois de génération, on ramène 
son squelette à une ligure composée de longueurs en 
lig-ne droite , et des dispositions de celles-ci , c'est-à- 
dire des angles que ces droites font entre elles. 

Considérons la courbe poin- 
tillée ci-contre, dont voici la 
loi de génération : 

On décrit un cercle de rayon 
CR ; on prend un point A dans 

'M' P^^'^ ^'^ cercie, puis Ton 
fait mouvoir une droite AM, qui 
coupe le cercle en différents 
points R.R', R", R'", etc., et 
l'on prend toujours les droites 
RM, R'M', R"M"; R"M"' égaies 
k une longueur donnée. 

Deux de ces courbes seront égales évidemment quand 
le cercle et tes quantités AG et RM seront les mêmes. 
Mais le cercle lui-même est donné par son rayon ; le 
squelette se réduit donc h ces trois longueurs; et nous 
pourrons comuie conditions di; similitude la pro- 
portionnalité de ces trois longueurs. Quant à la dispo- 
sition, elle est donnée en ce que le centre C doit se 
trouver à l'extrémité de A G, et que la longueur RM doit 
être prise sur le prolongement du rayon; mais cette 
disposition même est déjà une loi ; et nous pouvons dire 
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que l'angle lui-même est une loi de disposition, de géné- 
ration , d'où, en analyse, l'emploi des termes û'angk 
de contingence, angle de torsion^ qui indiqueot la dispo- 
sition des éléments d'une courbe. 
Delà: 

GoBOiuiRK s. T<m$e figure dont le ëqtuieUe u empm 
d^une seule hngueur ( i ) appartimt à un genre espèce, 
^est-Mire que Ê&utes les figures de ee genre sont 

semblables. 

Ainsi se trouvent déiaonlrées les propositions suivan- 
tes, indémontrables par la méthode synthétique à moins 
qu'on li emploie les infiniment petits uu les limites : 

Deux cercles sont toujours semblables, car le squelette 
du cercle se réduit à son rayon. 

Deux sphères sont toujours semblables. 

Deux paraboles sont toujours semblables, car une 
parabole est déterminée par la distance de son foyer à 
la dirocLricc. 

Deux cycloïdes sont toujours semblables , car la cy- 
ciojJe est défenninée par son cercle générateur, et 
celui-ci Test par son rayon. 



(1) NousavionB d'abord voulu employer l'expression de paramètre, 
mate nous nous serions exposés à des oonAisionB en géométrie ana- 
lytique. En effeti toute oourbe de lit tonne : F ( « , y, a ) » o n'est pas 
nécesBsirenient une courbe d'un genre espèce, parce que cette 
équation comprend, entre autres, celles de la fonne : F [x ,y,fa)"0, 
Lr cas suivant est tri^'s-simpli» : l'fVpinfiop : a' y* -] a — a = o 
qui ne d^ppnd que du seul paramètre a, peut cependant représenter 
une ellipse ou une hyperbole, suivant que a est positif ou négatif. 
C est que a* est lui-même fonction de a et comprend un nouveau 
paramètre, à savoir : S. 

Quel que soit d'aiUeurs le n<Hn qu'on donne aux parties du sque- 
lette d'une figure, notre théorie ne peui donner lieu à aucune 
confusion. 
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Tous les polygones réguliers du même nombre de 
côtés sont semblables car ils sont déterminés par la 
longueur seule de ce côté. 

II est inutile de multiplier ces exemples. 

Si nous passons aux cas plus compliqués , nous pou- 
vons dire à priori : 

1) Deux triangles sont semblables, quand ils ont les 
trois côtés proportionnels ; 

2) Quand ils ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels ; 

3) Quand ils ont deux angles égaux. 

H) Deux ellipses sont semblables, quand elles ont 
leurs axes proportionnels; 

6) Quand deux diamètres conjugués comprenant le 
môme angle sont proportionnels ; 

7) Quand rexceutricitc et le grand axe sont propor- 
tionnels. 

8) Deux ellipsoïdes sont semblables quand leurs axes 
sont proportionnels. 

Telle est notre tbéorie de la similitude à priori. ËUe 
ramène toutes les questions sur la similitude à celle 
de régalité de deux figures; et Ton peut à priori 
aussi donner immédiatement les conditions de simi- 
litude de deux figures , quand on en donne la géné- 
ration. Par là aussi on pourrait démontrer tous les 
théorèmes qui ont été Tobjet de postulats, telles sont 
les propositions sur les angles des triangles et les 
parallèles. 

Ën effet, de o) il suit que les trois angles des 
triangles semblables sont égaux; que la somme des 
angles des triangles semblables est constante; et que 
deux angles étant donnés, le troisième est déterminé. 
Or, cela étant , il esi foeile de démontrer qu*un triangle 
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quelconque a ses augles égaux à deux droits. Soit 
DBC ce triangle quelconque; tirons CA de manière 

que l aiiglc B C A soil égal a l an- 
gle ADC; les deux triangles A CD 
et ABC auront deux angles épraux 
chacun à cbacuii; donc l'angle ACD 
sera égal à Tangie B. Or, les angles du triangle DBG 
sont égaux à ceux du triangle ABC, augmentés des 
angles en D qui font deux droits, et diminués do ceux 
du triangle ACD, égaux à ceux du triangle ABC; il 
reste donc exactement deux droits pour les angles du 
Iriaiij^ne DUC; ce qu'il fallait démontrer. 

Par les théorèmes qui précèdent, toute h théorie des 
li^'Ui'Cs semblables, qui occupe une place si considérable 
dans les éléments de géométrie, se trouve ramenée 
au simple énoncé des propositions, et encore on peut 
se contenter de citer les énoncés au moment même oii 
]*on en a besoin. Tels sont les deux suivants : 

Une parallèle menée à la base d'un triangle divise les 
deux autres côtés en parties proportionnelles. 

Toute droite qui divise deux côtés d*un triangle en 
parties proportionnelles, est parallclc au troisième, etc. 

^3. — DE LA MESURE DU CJSRCL6. 

Nous avons vu que la ligne droite jouit d'une pro* 
priété commune au cercle, de la propriété de pouvoir 
glisser sur elle-même , ou d*ètre composée de parties 
égales. Ces deux figures appartiennent donc à un genre 
de figures plus général, ou elles rentrent Tune dans 
l'autre. Dans le paragraphe sur le postulatum d'Euclide 
(page ^03), nous avons déjà fait remarquer que, quand 
une ligure varie d'une manière continue , il arrive sou- 
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vent qu'une de ses propriétés saiUautes se présente en 
sens inverse et que la position intermédiaire unique 

conduit à iiii cas de parallélisme ou de perpendicularité, 
selon qu'on passe par l'infini ou par zéro, (chacune deces 
positions est la position limite^ el cette liinile jouit des 
propriétés de la ligure variable, et, en outre, d'autres 
propriétés qui lui sont propres en vertu de son carac- 
tère de limite. Si donc Ton considère une suite de cir- 
conférences dont les centres sont situés tous sur une 
même droite, et passent tous par un même point Â 
de cette droite, on voit que la courbure diminue à 
mesure que le rayon augmente; puis, tout d'un coup, 
la courbure se trouve avoir lieu en sens contraire, cl 
les centres a})paraisseut à l'autre coté du point A el 
s'avancent vers lui. La position intermédiaire, celle oii 
la courbure n'est ni dans un sens ni dans Tautre, est 
une droite passant par Â et perpendiculaire à la ligne 
des centres. 

Nous pouvons donc considérer la droite comme la 
limite des circonférences dont le rayon va toujours en 
croissant , et cette qualité de la droite d*ètre la limite 

des circonférences, csl accusée par la propriété com- 
mune qu'elle a avec la circonférence, propriété caracté- 
ristique et délinissaiit la circonférence même. 

Cette observation nous met en mesure de résoudre 
une difficulté célèbre. Peut-on considérer la circonfé- 
rence comme un polygone régulier d'un nombre inftni 
de côtés? Quand on admet cette définition, les théo- 
rèmes sur la mesure de la circonférence et celle du 
cercle sont d*une simplicité extrême, avantage incon- 
testable. Si, au contraire, on a recours à la théorie 
des limites, et que l'on considère la circontércucc entre 
deux polygones réguliers, l'un inscrit, l'autre circons- 



crit, qui tendent de plus en plus à se confondre, ou 
dont la différence décroît en raison de la multiplication 
des côtés, on obtient, à la vérité, une grande rigueur 
dans le raisonnement, et surtout une certaine unifor- 
mité dans la méthode ; mais combien ces avantages 
sont compenses par la longueur et rencliaiacuient labo- 
rieux des propositions ! 

D'un autre côté , on est toujours ramené à la théorie 
des limites quand on veut justifier la première déiinitiou 
de la circonférence. Qu'est-ce qu'un polygone régulier? 
C'est, d'après la déiinilion la plus exacte, un polygone 
dont tous les côtés, ainsi que les angles, sont égaux. — 
Pourquoi dès lors une ellipse ne peut-elle pas être 
considérée comme un polygone régulier? Car les côtés, 
étant infiniment petits, sont tous égaux ; et l'angle de 
deux tangentes consécutives , éLanl c^'A a dm\ droits, 
moins un auglc inliniment petit, les angles sont aussi 
égaux. Pour obvier à cette difliculté , on se voit obligé 
de montrer que la circoutérence peut toujours être 
circonscrite à un polygone régulier, et que ce polygone 
se rapproche de plus en plus de la circonférence à 
mesure que le nombre des côtés croU ; ce qui est au 
fond la théorie des limites, moins la franchise. N*y 
a-t-îl à choisir qu'entre la rigueur et la longueur d*une 
pai l, ia brièveté et le saltus de l'autre? Heureusement 
non. On peut combler ce saltus. Et c'est la théorie sur 
i'inversibilité des théorèmes et des déûaitious qui eu 
fournit le moyen. 

Dêfinitio;^. Un palygane régulier est celui dont tous 
les côtés sont égaux, et tous les angles égaux, 

TiiËORtHE. Un poiygme régulier p$ut tourner sur 
Im-mime . sans changer de pmtkm , e^est-^dire , que 
chaque côté peut prendre eueceeemment la place de 
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edui qui le sm$, sam qu^U y ait aucun Sagement dam 
la figure. 

Inverse, Tout polygone qui jouît de la propriété de 
tourner sur lui-même, est un polygone régulier. 

Corollaire. Le cercle jouit de celte propriété; il peut 
donc être assinuh' aux poîyiïonps i'i''^'iilicrs. 

Veut-on une proposition sur le nombre des côtés? 

Thëor£me. Le nombre de positions différentes que peut 
prendre le polygone régulier , sans qu*U change de lieu, 
est égal au nombre de ses côtés, 

l/inverse est également vraie. Le nombre des côtés 
d'un polygone est égal au nombre de positions difié- 
rcntcs qu'il peut prendre sans changer de lieu. 

Et comme le cercle se meut d'une manière continue 
sans changer de lieu , le uombre de ses côtés est iurini- 
meut grand. 

g 4. — CONSmtiRATIOffS THÉORIQUES SUR LK5 UKIT^ ET 

LRS NORMES. 

Quand un quantum — comme la gi-andeur — peut 
varier d'une façon continue et lUaiiilée, il est néces- 
saire de prendre celle chose à un monienl donne» de 
supposer qu'à ce moment sa delei-miiintion est absolue , 
et d'y rapporter toutes .ses autres déterminations. 
Cette détermination fixe est un point de repère, un 
centre, à partir duquel on compte la distance des diffé- 
rentes halles. Nous nommons donc unité ou noi'me 
(suivant le cas) toute détermination regardée comme 
fixe et absolue, au moyen de laquelle on apprécie le dif- 
férent y le variable. 

17 
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C'est do soin que Ton mettra à fixer Tuntté bu la 
norme des diverses déterminatioas de la gcométrie, 
que dépendra la résolution de plusieurs difficultés qu'on 

y rencontre. Nous en avuiis vu un exemple remarquable 
à l'occasion de la direction, où, \n\v remploi d'une 
norme , jusqu'ici n(Mi encore dégagée , nous avons été 
mis à même de résoudre iounédiatement beaucoup de 
problèmes restés sans démonstraiiou . 

Nous allons procéder systématiquement à la recherche 
do ces unités ou de ces normes. 

Les problèmes de la géométrie se ramènent, en 
général , à celui de placer un point A dans un lieu de 
l'espace, d'après certaines eondilions. 

Pour cely, prenons un premier point îjrbitraire et sup- 
posé lixe, (jue nous nommons orujine, et auquel nous 
allons rapporter tous les autres. L'origine est la pre- 
mière norme. 

Supposons que par l'origiue et le lieu où doit être 
placé le point A, passe une droite — nous verrons tantôt 
le moyen de déterminer cette droite. — Le point A sera 
connu si nous connaissons sa distance de Torigine ( et le 
sens dans lequel un compte cette distance). La distance 
est une quantité variable, qui i>cut devenir plus graiult 
et plus petite. Pour la mesur(>r, nous av* htsoin d'une 
distance fi.\e regardée comme absolue ; c'est ïunité de 
distance. 

Les distances peuvent se compter en deux sens , la 
distance de A vers B étant la même que celle de B vers 
A. C'est, du reste, une conséquence de la symétrie de 
la droite; la droite BA étant égale (par superposition) 
à la droite AB. 

II s*agit maintenant de déterminer la position de 
cette droite, Ur , cette position ne peut s'apprécier 
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qu*aa moyen de celle d*une droite arbitraire regar- 
dée comme fixe, que, pour plus de simplicité, on 
fait passer par rorii;iiiC, et qui est la seconde norme. 
Si, par celte droite fixe et le point A, on fait passer un 
plan, la position de la droite mobile, qui parlant de la 
droite fixe, tourne autour de Toriginê pour s'arrêter au 
point A , s appréciera au moyen de la valeur de Vangle 
plan qu'elle fait avec la droite fixe. Cet angle étant 
susceptible de devenir plas ou moins grand , on a 
besoin d*une nouvelle tinité , Yunité i angle. En outre , 
on doit savoir dans qael sens il faut compter Tangle ; 
car tout angle peut se compter en deux sens ; Tangle 
est symétrique, c est-à-dire que l'angle BAC est égal à 
l'anj^leCAB. 

Comment le plan sera-t-il à son tour déterminé de 
position dans Tespace ? Au moyen d'un plan arbitraire 
supposé fixe, que, pour plus de simplicité, on fait passer 
par la droite fixe : c*est la troisième norme. LHncli- 
naison du plan variable sur ce plan fixe , ou Vangle 
dièdre de ces deux plans, déterminera à chaque instant 
la position du premier. Uangle dièdre aura aussi son 
unité, l'unité d'(UHj le dièdre. Enlin les angles dièdres 
sont susceptibles do se ctjmpter en deux srns ; ils 
sont s\ nirtri(]ii(>s ; Tangle dièdre pA.hq est égal à Tangie 
dièdre qhAp (1). 

Telles sont les déterminations élémentaires de l'es- 
pace: les normes, point fixe, droite fixe, plan fixe, d'un 
côté ; les unités de distance , d'angle plan , d*ang]e 



1 ) Il était peut-être tout ausn avantageux de commencer par 
supposer un plan fixe dans Tespace, une diolte fixe dans ce plan, et 
un point fixe sur cMte ^îte, puis de procéder à la recherche des 
coordonnées du point A. La marche analytique nous - a cepeU' 
daut paru préféi^able. 
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dièdre , de l*autre. Les premières ne sont pas snscep- ' 

tiblcs d'augmeulatiou ni de diminution , elles sont 
stailement susceptibles de chanfrenieiit ; on change le 
point fixe, la droite fixe, le plaii lixe ; e'est-à-dire qu'on 
en prend d'autres , mais qui , au fond , n'en différent 
pas. L'unité de longueur » celle d'angle plan , celle 
d'angle dièdre , au contraire , peuvent être plus ou 
moins grandes. 

En général, les déterminations fixes' dans l'espace 
prennent le nom é^axes, quand ce sont des droites ; les 
quantités, variables de grandeur , au moyen desquelles 
on détermine un par rapport à ces normes ou 

axe.<, portent le nom de coordonnées. Les coordonnées 
que MOUS avons trouvées sont celles d'Euler. Il y a une 
inlinité de systèmes de coordonnées, à ne parler même 
que de celles que Ton obtient en remplaçant les droites 
et les plans par des courbes et des surfaces courbes (i). 

Des mMàté» pi«pt«Mirt ditai. 

Nous nous proposons de prouver que 1 unité de 
longueur doit être uécessairement une droite , l'unité 



! 1 ) On peut diie , en g6n6ral, qoe tout systènie 4e coordonnées 
revient i celui d'Buler ( avec la modification de lignes courbes et de 
Burlaces courbes au lieu de droites et de plans). Ainsi, si nous con- 
sidérons ce (7UC î'oi) nomme les égualions du point , dans le système 
ordinaire, a, y^b, quoi déplus naturel que de voir dans s=c 
r^quation d'un plan parallèle au plan des xy, et à une distancer 
de celui-ci ; dans y ^ 6 une droite située dans le plan « = c, parallèle 
à Taxe des « , et passant par la projection de l'origine sur ce même 
plan; enfin, dans se^^ay la distance du point à partir de la projection 
de t'origine sur la droite i/ ^ A? i:n réalité donc l<>s trois équaUcms 
riu point sont, l'une Téquation d'un plan, l'autre l'équation d'une 
droite, et la dernière cette fois est Téquation du point. 
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rte surface, une surface plane , de m^mc qiio l'unilé de 
volume est mi espaco. Personne, que nous sachions, n'a 
tenté cette dénionstiaLion, et, l'eùt-on fait, nous pensons 
qu'on n'aurait pas réussi , faute d'avoir dégagé les pro- 
priétés des quantités homogènes et isogènes. 

L*anité est une grandeur arbitraire supposée connue, 
définie, absolue en un mot, à laquelle nous rapportons 
les autres grandeurs. Une grandeur quelconque n*est 
déterminée que par son rapport avec Tunité. Si Ton 
suppose cette unité connue, c'est par fiction et parce 1 
que l'on est forcé de s'arrctor clans le procès indéUni [ 
des j:frandeurs. Nous ne pouvons rien nflirmer de la ' ^ 
grandeur absolue des choses ; il n'y a pour nous que ^ . ^ 
des grandeurs relatives. Mais le relatif ne peut subsister 9 ^ ^^^/«-«^^ / 
seul, nous le sentons ; et par suite nous imaginons une i ^ > J^^ J^ * 
grandeur absolue, nous ahsolMfimis une grandeur quel- l ^ 
conque qui nous sert de point de départ vers Tinfiniment j 
grand et Tinfiniment petit. G*est sur ce caractère de / 
l'unité de grandeur que repose la vérité des deux pro- 
positions suivantes : 

'fn^oiifi.ME 1. Vanité est nécessairement une portion d'un 
quantum isogène. 

Car l'unité est arbitraire, et elle doit pouvoir mesurer 
le quantum ; celui-ci doit donc être ramené à un quantum 
isogène , et Tunité à Tune de ses portions. 

Et en effet, si parmi les quantums autres que la droite 
et le plan, il en est quelques-uns qui servent de mesure, 
ce n'est guère que la circonférence pour les angles, les 
angles pour eux-mêmes , et la sphère pour les angles 
trièdres. 

Théorème H. V unité générale , qui peut servir danf, 
tous les cas donnés , appartient nécessairement à un 
quantum homogène. 
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Car runité isogène ne peut servir que pour le quantum 
auquel elle appartient et non pour les autres quantums 
Isogènes , fussent-ils de même nature. 

Absi un arc de circonférence ne peut servir à mesurer 
les arcs d*une autre circonférence. 

Le quantum bomogëne, quel qu'il soit, est mesurable 
par sa portion , et tous les quantums homogènes sont 
identiques. 

L'unité de longueur est donc une portion de droite ; 
l'unité de surface, une jiortion de plan; l'unité de 
volume , une portion d espace. £t en passant , remar- 
quons que cette dernière unité prise d'un quantum 
homogène, n'aurait pu être prise ailleurs. On peat donc 
dire que mesurer une ligne courbe , c*est la rectifier; 
mesurer une surface courbe, c*est la planifier. 

Nous sommes au bout de notre tftche. Nous avons 

résolu, croyons-nous, d'une manière satisfaisante, les 
questions que nous nous sommes proposées. Ce qui 
suit n'est en quelque sorte qu'une table des matières 
d'une géométrie , où l'on mettrait en pratique les 
principes que nous avons développés dans cet ouvrage. 
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AFPEN0IGE. 



PLAN DE LA NOUVELLE GÉOMÉTRIE. 



PEÉUMIlfAlBES. 

Définitions, — Géométrie — Figure négative et figure 
positive; surface, ligne, point; les trois dimensions de 
Tespace ; homogénéité» et le corollaire que toute figure 
a une grandeur et une forme indépendantes Tune de 
Tautre ; isogénéité ; continuité — Ëgalité et superpo- 
sition ; similitude et majoration ou minoration ; équiva- 
îenre eL dr-ioimalinii ou transformation — Problème, 
théorème, lemme, corollaire, et le terme général de 
proposition. 

Postulats arithmétiques. 

Théorèmes fondamentaux, — 1. Inverses et récipro- 
ques: la proposition directe affirme une propriété d*une 
figure donnée ; Fin verse prouve que cette propriété 
définit la figure; la réciproque qu'aucune autre figure 
ne jouit pas de cette propriété , corollaire sur le para- 
doxe géométrique. 2. Sur la forme cl la grandeur, et 
coiollaires. 3. Sur les quantums isogènes. 

Espace f plan et droite. — Leui' générât ion; corollaires: 
le plan partage l'espace, et la droite le plan, dans toute 
son étendue. 
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LIVRE I. — GÉOMÉTAIE DANS LE PLAN. 

GiiAP. I. ~ NotiùHS fondamentuita. — Droite dans 
l'espace, distance ; droite dans leplaa, direction ; aûgles 
et parallolos ; concavité et convexité; symétrie. 

CflAp. IL — Pdffgones, ^ Â. Trigones : ce sont les 
polygones dont l'étude est la plus importante, puisque 
tout polygone peut se décomposer en trigones. a) 
Triangle et propriétés générales : égalité , similitude ; 
sumnie des angles; propriétés des côtés (a<^b-\-c; 
a y b — e). Triangle rectanf^He; triangle isocèle et le 
corollaire que, la base ilant plus petite que la somme 
des deux autres côtés, loute perpendiculaire est plus 
courte que toute oblique ; triangle équilaléral (voir les 
polygones réguliers), b) Ângle et sa bissectrice; pro- 
priété de celle-ci. — B. Polygones proprement dits : 
leur décomposition en trigones ; théorèmes sur les 
sommets, les angles, les diagonales ( I ). a) Polygones 
réguliers : égalité , similitude , propriétés générales. 
h) Figures composées : triangle rectangle divisé par la 



1 1 On peut se poser, sur les polygones, plusieurs quesUODB qu'on 

a coutume de laisser de côté; wWcs sont les suivantes: 
Combien pput-on tiëcrirp de polygone:» ayant les mômes sommets! 
Combien ayant les mèuies droites indéfinies pour côtés? 
Quelles sont les conditions qui déterminent l'individualité d'un 

polygone? 

Les doux piemières (rfnrent une application tràs-ainiple des com- 
binaisons diFCulairra, et sont tout au moins aussi intèrettantea que 

celle qui porte sur le nombre des diagonales. La troisième n'est que 
i'exten.^ion des théorèmes analogues sur les triangles. En effet, ces 
conditions sont : toii.s les côtés avec leur rang, et tous les angles 
sauf trois ; ou bien : tous les côtés moins uu avec leur rang, et tous 
les angles sauf deux ; ou bien encore : tous les côtés moins tenx 
avec leur rang, et tons les angles sauf un. 
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hauteur; les bissectrices, les hauteurs, ies médianes, 
les perpendiculaires au milieu des côtés dans un triangle. 

Ghap. III. — Cerde, — a) Rayon, diamètre, circon- 
férence; égal! Il, similitude; rapport de la circonférence 
au diamètre : tous les cercles étant semblables , ce 
rapport est constant et on le nomme r. ; le cercle jouit 
des propriétés des polygones rép'uliers. b) Figures 
composées: sécante et tangente; angles au centre, à la 
circonférence , en dedans ou en deiiors de celle-ci ; 
cordes et sécantes; polygones inscrits et circonscrits; 
calcul de 

Gbap. IV. Mesure des surfaces. — a) Triangle équi* 
valent à un demi- parallélogramme; parallélogramme 
équivalent à un rectangle ; comparaison des rectangles. 

Aire des polvgoiies : (h's polygones réguliers ; du 
cercle. Rapport des aires des figures semblables ; de 
deux triangles ayant un angle égal ou supplémentaire. 
b) Figures composées : les triangles divisés par leur 
bissectrice ; théorème de Pylbagore et corollaires ; 
passage à la trigonométrie. 

UVBB II. ~ OÉDMÉraiB BAIIS L'ESPACE. 

ûttAT. I. — NoHans fondamentales, — Droite et plan ; 
angles dièdres. 

Cbap. II. — Polyèdres, 

Chap. m. ~ Corps ronds. — Cylindre; cône; sphère, 
Ghap. IY. — Mesure des volumes. 



FIN. 



EXPOSITION SCIENTIFIQUE 

DBS 

PRINGIFËS DË LÀ aÉOMÉTRiË 

mSCUSSlOI sua LE FONA&M&ai os U CKETITUDC 

us 

MIDPOfiJTlOKB PREHlfiRCS DE CETTE SCIEHCB (1) , 

rAB 

•ocfina «B raiiOMiraïK. 



Si nom enviflageons notre sujet au point de vue purement 
mathématique) il se préeente tout d^aboid une question 
intéressante, celle de romemr à un nombre dàtmmM a k 
phu p$Ht poiiihU Ut prapoiUiùiu fondanmlaiBs de la gio- 
mitrie.et d^endéduire Unu lee thiorèmu (me ligiteur. 

La géométrie d*EucIide , on le sait, n*a résolu qu'incom- 
plètement ce problème. Outre les définitions des figures 
premières, lignes, surfiices, etc., elle pose, sous le nom 



( t ) Cette dissertatiOB a été publiée pour la première fois dan» les Archivas 
pMacoglfBeB, vol. IVil, 1831. ^ L'iBtrodnctiim et quelques parties tfn 
syslène ont été Biodiflées par l'aBlmir ltti>aaêne en vao 4e oetta tradidioiB. 

flMê dm UtÊéatÊmrj 
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d^iOBiomt et de pfMMiau , une suite de propositions non 
démontrées, sans s'expliquer, et ayec raison, sur leur 
validité ; car c*est la mission de la philosopbie, et en parti- 
culier de la théorie de la connaissance. Mais même sous ie 
rapport mathématique , on peut lui reprocher : 

t. T^énumération incomplète en Mt, quoique complète 
en apparence , des axiomes : Texistence du plan , la eom- 
parabilité de toutes les lignes diaprés leurs rapports de 
grandeur, Tégalité qu*on établit entre la somme de plusieurs 
angles et Tangle formé par les deux côtés extrêmes , d*où 
suit la mesure des angles ; toutes ces propositions ne sont 
mentionnées ni parmi les axiomes , ni parmi les théorèmes ; 
et Eudide lui-même , sans aucun doute, n'avait pas songé 
à en faire Tobjet de son attention , les croyant implicitement 
comprises dans ses axiomes et postulats. 

2. Le défaut de principe pour Tordre des axiomes. Â la 
vérité, il est impossible de déduire les axiomes, car ils per- 
draient alors ce caractère ; mais on peut les établir d'un 
point de vue général, de maniëra à en montrer l'ensemble. 
De là le troisième inconvénient : 

3. Le nombre indéterminé de ces axiomes. Rien ne nous 
assure ainsi que les développements poetérieurs de la Géomé- 
trie ne nécessiteront pas ime augmentation de ce nombre, 
comme , d'un autre côté , il n'est pas pronvé qu'on ne 
puisse lui Caire subir ime diminution en démontrant quel- 
ques-uns d'entre eux. 

Malgré deseflbrts réitérés, ces lacunes n'ont pas encore 
été comblées; et la solution delà difficulté, même dans 
le cas où cette solution ne serait pas élémentaire , n'en 
aurait pas moins un grand intérêt scientifique. Nous ne 
voulons pas dire que plus tard on ne trouvera pas le moy e a de 
fhira entrer, dans l'enseiguament élémentaire, les résultats 
de la science, mais ici il s'agit, avant tout , d'un problème 
sdentiflque et non didactique. 

Mais 06 n'est pas seulement l'intérêt mathématique qui a 
été l'occasion de ce travail, il y en a un autre tout philo- 
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sophique , tout logique , ayant trait à la théorie de la 
GomiaiBBaiioe : 

ffoù prootèm , dans tes meahimatifitKS , la eertUude des propo- 
sinUm ffmdimiinUiks qu'on m peut prouwrmathiinaHqwnmît 

Parmi les diflËrentes hypothèses proposées en réponse 
à cette guesUon, celle de Kant est particulièrement digne 
d'attention. D'après lui» Tintuition de l'espace est en 
nous à priori comme la forme de la sensibilité extérieure. 
Ainsi , avant toute expérience , et indépendamment de toute 
expérience , quoiqu'elle ne vienne à la conscience que par 
Texpétlence, le moi produit cette forme, comme toutes 
les formes de Tintuitlon et de la pensée en général , de lui- 
même , par une activité originelle , et l'applique à la matière 
de la perception donnée empiriquement , de sorte que tous 
les phénomènes en sont nécessairement revêtus. Mais ce 
qui existe indépendamment de nous et afilscte nos sens , 
ne revêt pas ces formes ; les choses en soi , comme les appelle 
Kant , n'existent ni dans l'espace , ni dans le temps , et ne 
sont pas soumises à la loi de causalité. 

Telle est la célèbre théorie de Kant sur Tapriorité. Plusieurs 
de ceux qui vinrent après lui , tout en acceptant les pré* 
misses, ont rejeté les conséquences, c'est^à-^re, que la 
chose en soi fût en dehors du temps et de l'espace. Pour 
eux y le tempe et l'espace sont donnés à priori , et produits 
par le moi sans le concours des choses, et cependant les 
choses elles-mêmes existent et dans le temps et dans 
Tespaoe. Par suite , on doit admettre entre les choses et 
notre intuition, une harmonie préétablie , de manière que 
ce qui est produit en nous iiar une causalité purement 
interne , coïncide néanmoins exactement avec ce qu*amène 
au même instant, dans le lien correspondant , la causalité 
qui agit dans les choses en soi. Et par conséquent , à la 
place de la recherche progressive des lois naturelles entre 
le sujet connaissant et les choses , on met une suite non 
interrompue de miracles. Os compromis n'aboutit pas. Dans 
lc8 prémisses, se ranger sous Tanlorité de philosophes 
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célèbres; dans le fond, s'accommoder complaisamment a 
ropiniou vulgaire ; chacun de ces procédés pris à part est 
d^à mauvais , mais leur réunion est la ruine do la véritable 
philosophie. 11 s'agit donc de soumettre à la aitique las 
prémisses de Kant. 

Kant infère de ra^^otiicticirë des lois mathématiques l'aprio- 
ritè de l'intuition de l'espace. Celles-là contiennent pour 
ceUe*ci le fondement de la connaissance, celle-ci pour 
celles-là le fondement réel. Les propositions géométriques , 
dit Kant , ne peuvent pas s'obtenir par une simple analyse 
de la notion même qui en est l'objet, mais seulement par 
un recours à l'intuition de l'espace. Elles ne sont pas formées 
aualytiquement , mais bien synthétiquement. Si l'intuition 
de l'espace était empiiique , ccNatinue-t-il , les propositions 
géométriques n*auraient qu'une valeur empirique et ne 
pourraient certainement pas être apodictiquei* 1^, au con- 
traire, l'espace est une intuition à priori , ces proposilions 
ont une valeur rigoureusement générale et néceseaiie. k 
cet argument général Kant en ajoute quelques autres , mais 
qui n'ont d'importance que ai Ton admet le premier. Nous 
nous bornerons donc à la critique de celui<ci. 

Nous reconnaissons avec Kant la valeur* opodieHquê des 
propositions mathématiques, mais nous la croyons compa- 
tible avec Torigine empiiique de l'intuition de l'espace ; et 
nous croyons que Kant a cherché à tort dans une origine 
à priori de l'intuition de l'espace la certitude qui git dans 
J'ememble de l'encliaîneinent mathématiqik», (Gf. %flème de 
Logique^ p. ;n3 et 383.) 

D'un côté Kant n'a pas prouvé que l'apriorité de cette 
intuition entraîne VapodicticUé des propositions mathéma- 
tiques et en particulier des axiomes d'Ëuclide : c'est une 
simple assertion. Quelque soin qu'il ait mis à tirer toutes 
les conséquences de ses prémisses, il n'a pas l'air de soup- 
çonner la nécessité de prouver les prémisses elles-mêmes; 
il lui semble aller de soi qu'smpine et ap<tdwtieiiè s'excluent 
complétemotit. Quand on voulut soutenir contre lui l'origine 



Digitized by Google 



empinqiic de cette apodicticité, il ne daigna pas la discuter 
sérieusemenl, mais y répondit par la boutadp • A.r pinn'm 
aqaam / \ l ) Si Kant , avec sa pénétration si eramoni , avait 
soumis son préjuf^é à la critique, qui eût été plus c;ipa])le 
que lui de trouver le vrai rapport? Mais il ne crut pas 
devoir diriger son attention sur ce point. Il ne s'enquiert 
pas si la perception des rapports l éels dans I pspiice n esi 
pas conditionnée physiologiquenient dans les sens du tact 
et de la vue par la position des ûbres nerveuses , et ainsi 
empirique ; pour lui les sens donnant uniquement la 
matière , et les rapports de lieu proviennent du moi seul. 
II ne recherche pas si les idées fondamentales , axiomes 
et postulats de la géométrie , que l'enfant ou le non- 
mathématicien n'a pas encore , et que souvent il ne 
comprend pas dès l'abord sans une cerlaine diHlculté , 
ne sont pas fournies , en partie , pai- abstraction de l'en- 
semble de l'intuition , et par idéalisation des données 
sensibles, d'après des lois scientifiques; en partie, par des 
constructions ai titicielles : il repousse d'avance toute hypo- 
thèse de cette nature. 11 ne remarque pas que les proposi- 
tions fondamentales de la géométrie en elles-mêmes ont 
une valeur non apodictique, mais seulement assertoire. 
(Cf. DRf'PiscH , Lo(/ï^ufi, 1851, Avant-propos.) Il ne songe 
pas davantage que les propositions qui s'en dédui.-^eiit ne 
font pas que reposer sur elles , mais leur servent a leur tour 
d'appui. Et cependant la confirmation de prémisses hypo- 
Ihetiquement admises, ou du moins, sous certains rapports , 
hypothéti(iues, réside dans l'accord de toutes les consé- 
quences entre elles, et, quand la comparaison est possible, 
dans leur accord avec les données de rexpérience ; la certi- 
tude crolL de plus en plus, et elle devient même absolue , s'il 
est prouvé gue ces prémisses-là seules peuvent expliquer les 



( i ) C'est-ô-dira : Vouloir lir«r d'une proposUion espérimeotalc la nt'cos- 
•ilét o'oM voaloir etprlntr d« TêBii d'une pferr» pooee; e*e8taae véritiblo 
eentnidiolfoii. f Kam, pHf. M fo Crtt. de la Bmitim jhvI.) fIM» rfH M ; 
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faits. Tous les théorèmes des mathématiques, qui se dédui- 
sent des prémisses avec une rigueur apodictique , d*après 
ies ]ois du syllogisme , s^accordeut sans conlradietion entre 
eux, et avec Texpéiienoe, quand on construit 2a figure; 
et cela d*autant plus exactement qi;e la construction est 
plus exacte. Un vice dans les prémisses se ferait jour à la 
longue quelque part dans ce nombre infini de propositions , 
par des conséquences d*une fausseté évidente. De ce que 
cela ne s^est jamais présenté depuis la naissance des mathé- 
matiques, et que les erreurs qui se produisaient, provenaient 
de causes étrangères , nous devons admettre que la certi- 
tude que nous avons de leur vérité , d*alx»rd limitée , s'élève 
jusqu'à une certitude égale & celle de notre existmce qui 
repose sur rexpérience interne. Quoique les propositions 
fondamentales aient en elles-mêmes une certitude simple- 
ment assertoire, cependant le système mathématique, pro- 
duit du travail des siècles, a, comme lout, comme en^ 
semble, une certitude apodictique qu*il répand sur les 
propositions particulières. 

Kant part de cette opposition : empirique ou à prim; 
mais il 7 a un terme intermédiaire : HaboniUm ratùmnell» 
det données empiriques diaprés les lois hgiques sans iUmenu 
à priori de la connaissanee, L*es8ai de Kant de prouver 
rapriorité de Tintuition de Tespace par Ti^odiclicité de la 
X, géométrie, repose donc sur une diigonctkm incomplète. 
De la non-validité d*un des extrêmes ne suit pas la validitë 
de Fautre ; car il y a, disons^nous , un terme intermédiaire t 
et c*est en lui que nous trouvons le vrai rapport. Pourquoi 

, Kant u'a-l-il pas aperçu ce terme? c'est sa manière incom- 
plète , subjective et toute formelle de considéror les lois 
logiques qui lui a dérobé la valeur véritable des formes 
logiques (syllogisme, induction, analogie, hypothèse), 
et leur rôle dans la génération et fexlension de hi connais- 

j sance. (Cf. SysL de Ug., 253, 373 , 383 , 388 , 419.) 

Gomme les autres sciences, la géométrie doit, dans sa 
partie analytique , s'élever des données empiriques à des 
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principes réels, pour descendre synthétiquement de ceux-ci 
à chaane proportion particulière (Cf. Syst. de Log. 4 1 3,418). 
Maintenant rien n*empéche dans la partie analytique de 
tirer directement de Tîntuition sensible, par abstraction et 
idéalisation , les idées fondamentales d'Eudide , puis de 
s*èleyer hypofhétiquement, d'une yaliditô au moins approxi- 
mative et garantie par Tobservation sensible, jusqu'à une 
validité absolue, pour obtenir ainsi les axiomes et postu* 
lats comme principes réels des mathématiques. (Test ainsi 
évidemment qu'il fàMi procéder dans renseignement élé- 
mentaire, du moins en général, bien qu'on puisse teùter 
des améliorations de détail, liais le but logique de la pré- 
sente dissertation demande une autre marche. L*oiigine 
empirique des principes mathématiques ime fois reconnue, 
on peut employer les axiomes d'Euclide pour ce qu'ils 
sont, c'est-àrdire pour l'expression hypothétiquement exacte 
des rapports sensibles des choses, exactitude manifestée de 
plus en plus dans Tendialnement des conséquences. Mais 
pour cela , il faut d'abord renverser la théorie de Kant sur 
YapriorUé; et il parait dès lors convenable de substituer 
aux axiomes d'Eudide , auxquels l'habitude a attaché le 
prédicat d*(^irtbn(é, des propositions tout autres, et dont 
Toiigine empirique ne puisse être niée. S'il est prouvé 
que de ces propositions on peut tirer toute la géométrie 
aussi bien et même mieux que des axiomes d'Eudide , 
on a en même temps montré qu'on peut , sans recourir 
à Vaprwrité , baser la géométrie sur des prindpes ana- 
logues à ceux des sdences naturelles, et ranger la géomé- 
trie au nombre de ces sdences. 

Notre point de départ est donc Tintuition sensible où 
espace et matière sont encore confondus; l'abstraction nous 
donnera l'espace à part; le mouvement conduit naturelle- 
ment à cette abstraction. Un corps matériel passe d'un lieu 
à un autre ; quelque chose reste le même, quelque chose 
diaiij^e ; ce qui change, nous le nommons Hm; et notre 
consdenœ gagne ainsi l'idée de lieu comme de quelque 

t8 
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chose d'étendu en oppotition avec la matière qui peut oocu- 
per ou abandooner le lieu* Ici viennent se joindre d'autree 
abslracUone et combinaisons. Le mouvement doit don6 
être contenu dans noti« point de départ empirique. Uain* 
tenani il s'agit de choisir certains ûdts empiriques comme 
fondement de la patûe analytique ; ce cfacâx est possible 
dans isertaines limites. On ne procède pas autrement dans 
les sciences dites naturelles. Gastronomie sphèrique et 
théorique s'élève anaiytiquement de Tobservation à la 
constatation des mouvements léels, comme fondement 
réel des mouvements apparente : Kepier découvrit Torbite 
réelle des planètes en se servant des observations de Tyeho 
sur la planète Mars. Le choix de cette planète est, il est 
vrai , dd un peu au hasard ; il était avantageux , mats 
non nécessaire. On en peut dire autant de la découverte de 
Taltraction. La création de Toptique mathématique , et plus 
tard la préférence donnée à la théorie des ondulations sur 
oeUe de rémission se basent sur certaines expériences; 
d*autres expériences pouvaient conduire au même but; de 
sorte que Ton avait une certaine latitude dans le choix. 
Nous en pouvons dire autant de la base empirique de la 
géométrie : sans être illimité ni arbitraire , notre choix Mi 
être tel qu*il suffise à constater les rapports fondamentaux 
géométiigues. Nous ne pouvons dire d^avaace combien de 
ces propositions premières sont nécessidres , puisque ce 
serait là supposer les principes mathématiques que nous 
ne possédons pas encore et à la recherche desquels nous 
procédons. Cependant nous ferons remarquer que le nombre 
quatre de nos expériences se lie aux tnris dimensions de 
Tespace, et aux quatre déterminations fondamentales , corps, 
su/rfaee^ lignes poini, 

Arrivons maintenant à ces expériences. Dana la partie 
analytique , nous en déduirons rigoureuaement les piin« 
^es réels ^ et en particulier, les axiomes d*£ucttâe; dans 
la partie synthétique , nous irons Jusqu'à la limita Où les 
propositions »e soivent avec rigueur da» las ^éDnékies 
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ordinaires. Un moi encore : nous iL vons beaucoup aux 
U*ftVâux des géomètres céleljres , qui , loi» que Legendre , 
Erb (i), Eiseiistein ont consacré leurs tenips à la solution 
de ces problèmes ; mais le plan et la base iogi(iue nout 
appai tiennent en propre. 

SoliliM du probléoaif 

J)*^;»rè8 le témoignage des sens , 

I. Un corp» SMiirldl sottda peut, s'il est libre, allier 
p«i-to<il où un 4ulre corps ne se trouve pas. 

U* 8*U ft une de ses pUces fixe, quoique plus liquité daim 
ses mott^ements , il peut cependant enooia se mouvoir. 

m. 8'U a dei» de ses places fixes, aucune de ses pai'ties 
n'est plus susceptible de tous les mouvements possîMee 
dans l|« Iiien au*eUes puissent encore être mues, etnne 
certaine sârie de places Uéee entre elles et avec les points 
fixes reste immol)ile. 

IV. Enfin, si Ysm rend fixe une troisième place, tout 
mouvement du corps, devient impossible. 

En vertu de ce qui a été dit plus bsiut sur Tidéalisation, 
nous admettons (à tilns d^axiome ou d liypoUièse) qtte ces 
propositions ont una exactitude absolue. Nous excluons 
rigoureusement toute intuition, tout axiome, tKwa.tpostolat, 
en un mot, toute proposiUoD qui ne s y iiouve pas iippliqiiée. 
Si nous parvenons à fonder sur elles la géométrie avec 
la rigueur mathématique , nous regardons notre tâche 
comme accomplie. Nous procéderons d'après l'ordre de 
nos expériences. 

I. Un corps se nieut : danti le mouvemenl quelque chose 
change et quelque chose reste le même ; de là , une 
distinction : 

Définition. Nous nommons lieu ce qui change dans le 
mouvement. 



(I ) Le prublèfuc de ta ligote droUc, de I ungio ut du plan, lltiùlclt«n'g, (846. 
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Le corps occupe un autre lieu ; cHlui-ci le reniV-rnit^ ( omme 
le précédent le renl'orniait; pour y être re< u , le corps n "a 
pas eu besoin de ^.'y approprier, il y est entré tel qu'il était; 
cela put été impos!j.iblu si le nouveau lieu n*était pas com- 
piéleinent homogène au premier. 

Le mouvement pouvait être arrêté avant que le corps eUt 
atteint ce second lieu, et nous en pouvons dire autant de 
toute station intermédiaire. L'expérience ne nous donne 
là-dessus aucune limite, et rien ne nous autorise à en poser 
une arbitrairenjent. Par suite, nous devons comprendre 
la division possilde du chemin en ce sens que, si loin 
fjue nous la poussions, nous pouvons la pousser plus loin 
encore ; le changement de lieu peut éti-e aussi petit que Ton 
veut, il y a moyen de le diminuer encore. Cette propo- 
sition va recevoir uîie autre forme. 

Définition. Nous nommons grandeur infiniment petite^ toute 
grandeur qui est assujétie à parcourir une série telle l» que 
chacun de ses termes soit suivi d'un autre doue de la même 
propriété et plus petit eu grandeur absolue ; 2" que, quelque 
grandeur fixe que Ton prenne, on puisse trouver dans la 
série un terme qui soit plus petit en grandeur absolue. 

Nous remarquons que cette déiinilion comment à la gi'an- 
deur inliniment grande si Ton y substitue le moi grand au 
mot petit. ( 1 ). 

Définition. Nous nommons grandeur continue celle qu'on 
peut augmenter ou diminuer inÛDiment peu. 



(I) Ceux qui voudraient voir dans l'iofiDi une grandeur délermiiufe. 
dcvruicnt le con^iJérer comme la limite de ce procès, qui, par sa nature» 
Cbi dépourvu de limite, ei lumberaicnt itinsi sous le coup d'uno contra- 
dicliou évideule. Celte conlradiclion apparaîtrait encore quand uo i>'*ia- 
querrail de la gtwulair éê riiilliy»«il petil ^'oi ne psat foire é;^! à 0, 
ni plus graml on pins petit qve 0, pniaque la sMe n'alidnt Janal» 0, et 
rearenae toqjoars des lemes différenls 4e loale graadear flie antre qve 0. 
Toutes ces conlradictions tombent dès que Ton écarte la fausse idde d'une 
valeur fixe de l'inilninent pelil} l'Infini natbdoatiqne eel plulM dans le 
procès lai-m&ne. 
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D'après cette déliniUon, nous pouvons dire que, dans notre 
expérience, le corps change de lieu par inllniment petits, 
que son mouvement est continu. Tous les iieux qu'il occupe 
successivement étant liomogènes , nous avons l'idée d'un 
tout homogène. 

De même que le mouvement peut être interrompu , de 
même il nous est libre de le continuer dans tous les sens, 
sans limite : l'expérience nous le dit, nous regardons donc 
ce tout comme bUbceplible d'être étendu à l'infini. 

Théor. 1. H existe un ensemble, continu et lionwgme, capable 
SHre divisé et étendu à l infini , de lieux qu'm corps peut 
occuper. 

Définitions. Nous nommoub cet ensemble espace ; une 
partie finie ( 1 ) de cet espace iniim, nous la nommons corps 

géométrique. 

C'est sur cette homogénéité de l'espace que repose Tuni- 
versalité des propositions géométriques , en tant que ce (jui 
est prouvé pour un lieu de cet espace est nécessairement 
prouvé pour tous. 

Homogénéité, continuité, infinité, telles soul les trois pro- 
priétés fondamentales de l'espace à conclure (îe la première 
expérience. Les autres nous conduiront plus loin. 

II. Si le corps a une <h ses phres fîxes , quoique plus limité 
dans ses mouvements , ^7 peut cependant encore se mouvoir. 

Définition. Nous nommons rotation le mouvement d'une 
figure étendue, solide, dont un ou plusieurs éléments 
restent fixes. 

Si nous nous demandons ce qui reste immobile , nous 
verrons facilement que ce ne peut être une i)artie linie 
de l'espace. Car si petite qu elle soit , on jieut toujours 
— en vertu de la continuité de l'espace la diviser , cl 



( I) L« terme fini est trop vigne : ua cUttt, un «f Undre Inflois n*eD tout 
pee molDe ùe» corpe g^enétriqnee La MfiqilioB de la KmiUi ne venant qoe 
pins bas , n*j ••t-il pas ici anttelpatlonT 

{Note du tradueieur.) 
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par l.i (iisliniruer pn elle uni' iiilinité de lieux qui sont fixes 
fin némo temps qu'elle. Mais l'eipérlence nous montro que, 
quand plusieurs lieux sont flxes, il apparaît d'aulres phuuo> 
mènes qui*, celui doni nous parlons, à savoir ceux que nous 
menliormoris dans les expériences suivantes ; et cela si 
loin qu uii la suppose poui^s^t^ (1). Or , rhomogéuéité ot la 
contiiiuilé de l'espace nous auionseui a accorder une géné- 
ralité absolue à ce qui est démontre par rexpérlenco avoir 
une généralité empirique. La place qui i^esle fixe ne peut 
donc être une partie finie (2) de l'espace, elle no peut 
laisser disiioguer en soi une seconde place iiumogàne , elle 
est l'espace élémentaire absolument simple. 

Définiiian. Nous nommons point \ S) Tespace élémentaire 
absolument siniple. 

Ici un mot d'explication est nécessaire pour éclaircir une 
difficulté, dans la([uelie cette définition semble nous impli- 
quer. L'assertion qu'il existe un espace élémentaire tout-à- 
fait simple, conduit à des contradictions, Liar celui-ci doit 
être ou uue partie ûnie, ou une partie infiniment petite de 
l'espace, ou un rien d'espace, un 0 en grandeur. Nous venons 
de démontrer que ce ne peut être une partie Unie; ce ne peut 
être non plusunepartieinfinimentpelite,carrinfiniment petit 
n'est pas simple , puisqu il est , nous le savons, divisible « et 



(I) N'est-ce pas une exagération de la portée des expériences Itl et IV? 
Et môme . celles-ci tie con(ionnf>ni-clU's pas, absolument i^nrlsnt , une eoB- 
tradiction apparcQte que la Uit'oru: doit leypr' Kn eR'et, I ■ \|)érierice IV pose 
comme cotiditioD de i iromobilil<i du corps, la lixilo de irois de i^cs places, 
et l'ixp4ri«iNDs III rsconostt qa« «i éên» (ita«es soni flim il y en « eue in^wHi 
«l'iSiNS qai sont dsns l« même cas. 

(Uote du traducfaitr.) 
( 2 ) Ce qui ii*e»t pas une partie Unie de l'eapaee penl ètn yfi« li|n» w Stta 

surface. 

(Note du traducUur ) 
(3) NoQSivnvayoïiSt pour ee qaf osnoerae les déftttitkms 4e ta waMmÊ^, 
de X'tamiogMitit du foCiil et des HimenU, aux endroits de notrs oam|a 
où noas diseoloos oea notions. 

(iVb<< du IffBdw c t e n f .) 
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divisible à l'infini; encore moins, peut-il être un rien d'espace, 
car, comme on ne pourrait lui accorder aucune qualité non 
étendue , et qu'il serait un rien , un 0 d'espace , il serait ab- 
solument ï^ïch, et par 1 \ on ne pourrait im a^tsigner inie place 
dans l'espace ; le non -être n a pas de prédicats { mn euUs non 
sunt prxdkata}. On ne peut sortir de ce trilemme. En fait 
l'élément si nple n'est pas naagjnable, on ne peu! que se 
le représenter par une fiction. La pensée recomiait seule- 
ment l'inliniment petit, c'est-à-dire le procès infini de la 
division, qui n'amène jamais un résultat final. Mais rima' 
gination demande un terme fini pour s'y reposer ; elle feint 
en conséquence, sans s'inquiéter de la contradiuLion , un 
résultat à ce procès infini, et substantifie la valeur de la 
limite , c'est à-dire une grandeur d'espace — 0. Cette fictiou 
est le point de l iniagiaation , et celui-ci apparaît donc en 
tous cas comme l'élément al)soiument simple. La fielion du 
point, sous lorapport didactique est indispensable, quoiqu'on 
ne puisse méconnaître la contradiction qui luiesl inhérente. 
Pour !n pensée , ù la place des points . on doit toujours sup- 
poser lies ( «paces infiniment ppfits, et^anx l'un à l'autre. 

Après celte déterminalion plus [»n t•.i^e de notre définition, 
nous allons déduire quelques in opo^ilions sur v.c point. 

De ce que, suivant la définition, on considère d'iii? le 
point, non la manière dont on fa obtenu, mais la valeur 
limite, qui est toujours nulle , les points ne se ilistinîîJient 
pas entre eux quantitativement, et comme on ne peut parler 
de diftèrence qualitative, l'espace étant homogène , 

Théor. f?. Tous if s pointx sont l'ijavx. 

GoROL. Un point peut se substituer à un point quelco^qw 
par le mouvement. 

Définition. La totalité de tous les lieux successifs occupés 
par une figure en mouvement se nomme sa trojectoire. Dans 
la trajectoire qu'un point mobile parcourt d'un mouvement 
continu, entre deux points quelconques, si lapprochés 
qu'ils soient, on en peut tonjourj» trouver un troiçièmo 
iiitennôdûM£«. De : 
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Tiu uu. ;i. Ui trajectoire d'un point contient xme infinité de 

points { 1 ). 

La seconde expérience nous a donné le point en tant que 
nous considérions la place immobile; il nous reste, pour 
en tirer tont ce qu'elle contient , à porter notre attention 
sur les points mobiles. 

Définition. La totalité consistant en une ou plusieurs fi- 
gures continues de tous les points qu'un point obéissant à 
certaines lois peut occuper , se nomme son lieu géométrique 
ou simplement son lieu. 

Recherchons le lieu géométrique d'un des points mobiles 
du corps. 

Le corps dont nous ronsidiTons les mouvements nous 
apparaît rnriinie solide , c'esl-a-dire mextensilde et inflexible. 
Cette hûlitiite relative ou approximative que rexpérience 
nous montre, nous l'idéalisons et la rendons absoJiiP Le 
corps [tfMii se mouvoir, tourner, etc., ses points restent 
invariabieuient liés entre eux. Nous acceptons cette liaison 
invariable comme quelque chose lie lonné empiri^ufinent; 
élit! repose à la fois sur des rapports dans l espac e nt sur 
des forces matérielles. Nous nous attachons seulement à 
cenx-là, satif à les trouver plus lard analytiquenient. 

Déflnilionis. Nous appelons provisoirement ^uu sp/iéKçwe , 
le lieu du mouvement d'un point qui est invariablement lié 
à \m autre point fixe. Ce point ilxe, nousie nommons centre 
du lieu sphérique. 

Nous allons rechercher la nature du lieu splibrique. 

Un caractère de celieu spliérique , visil lo d'ailleurs dans 
rintuition , a son fondement dans l'homogéneilé de l'espace 
( théor. I ) : c'est ce monvemeut de la liaison a'b' qui s'étend 
également partout autour de a'. De là suit que le lieu du mou- 
vement ou la totalité de tous les points que b' occupe dans 
toute sa rotation possible, enferme complètement le point a'. 

( ! ) Nous préMroD» & celle propo«itioa, grosu de coatrovwsM. la raivaate : 
Dans la tr^eetùirê d'vn jpotnf » on peut éùtinguer une infinité 4$ poiut*, 

{N^e du tndueleur,) 
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Mais de ce que le corps, d'après rexpérience, est limité dans 
son mouvement, il suit que lo lieu sphériqiie détache de 
l'espace infini , un espace iini auq^uelle poiuL a appartient (1). 
I>e là la propriété suivante du lieu sphérique : 

Théor. 4. Tout lieu sphérique renferme pleinement un 
espace fini dans l' intérieur duquel tombe le point immobile ou le 
centre. 

Définitions. Nous nommons sphère , Tespace fini ou corps 
géométrique renfermé pai* un lieu sphérique. Par rapport 
au lieu sphérique , tout élément de l'espace qui appartient 
à la sphère , lui est intérieur , tout élément qui n'appartient 

pas à la sphère, lui est extérieur. 

Pour tous it'b points du lieu du mouvement de 6', la liaison 
invanalde avec a' est la même ; on peut donc preinh e un 
queicGiique d'entre eux pour poml de départ du mouvement 
et l'échanger avec chacun des autres sans que le lieu sphé- 
rique en soit altérô : 

De la suiL que : 

Théor. î». Le lieu du mouvement d'un point b' autour d'un 
point a' qui lui est lié d'une manière invariable , est av,ssile lieu 
du moxwement pour tous les points qui y tombent. 

Soient maintenant B le lien du mouvement de b' autour 
de a\ et G celui du mouvement de c' autour du même point a'. 
Il est clair que : 

ThI'Or. ©. Si le point c' lié invariablement au point a' ne 
tombe pas dans le lieu sphérique B de h' autour du même point a', 
il en sera de mbm âe îovs Ips points du lieu sphérique C. 

Définition. Les lieux sphériques qui ont même centre sont 
dits concentriques. 

Nous pouvons donc donner ù la proposition « la forme 
suivante : 

Théor. 6. Deux lieux sphériqu^s concentriques qui ne 
caineident pas , n'ont aucun point commun. 



(t> Kc 9catble4'itps»qMlliituilioiif«SM ici tous le% frais du raisooaenent? 

{Note du traduet$ur.) 



Définition. Nous nommons êenroe sphérique , l'espace com- 
pris entre deux lieux siihériques concentriques. 

Le lieu du mouvement d'un point quelconque d', situé 
dans l'écorco sphérique et lié invariablement au centre» 
esl un nouveau lieu sphérique qui n'a aucmi point com- 
mun avec les deux premiers. L écorce i^phérique se trouve 
ainsi diviser en deux écoices spheriques nouvelles; et 
comino on peut, dann (hacune de celles-ci . distinguer de 
iiouveau.x point.s, et répéter avec eux la uièiae opération, 
on peut dire que le nombre d»>s iieiîx spliérlques concen- 
triques qui peuvent tomber dans une ^corce spiienque 
finie, sans avoir entre eux de iioinl coinninu, est infini- 
ment pr;uid. Si le lieu sphérique était une pai lic liiiie de la 
sphère, un .iombre ûni de lieux sphériques pourrait rem- 
plir lécorre sphérique. Comme cela n'a pas lieu , il suit que : 

Théor. 7. Le lieu splUrique n'est pa$ une partie juiie de ia 
sphère. 

Parbuile, si l'on considère le point comme un espace 
infiniment petit { ce qui doit avoir lieu daus une conception 
rigoureusement scienlifiqutî ) , aloi-s le lieu sphérique en- 
gendré par sou mouvement doit être un espacfi infiniment 
petit (1). Si, au contraire, on regarde le point comme le 
résultat fictif de la division infinie de l'espace dans tous 
les sens (c'est le point de Timaginalion , comme nous 
l'avons expliqué plus haut), alors de même, le lieu sphé- 
rique doit être considéré comme le résultat d'une certaine 
division de l'espace, divisiou poussée à l'infini. 

Définition. L'élément le plus extérieur d'une figure étendue 
se nomme limite. 

L'élément le plus extérieur ne peut être un solide ; car, 
en vertu de l'infinie divisibilité ou de la continuité de i'es- 



(l)tlyaaraU ici une rcslriclioii à Taire: une.surrnce, qui est aussi UD 
espace inPinini ni petit uinas le sens de Taulenr), engendre cependant le 
lolide par ton inouvemeni. 

{Note du traducteur.) 
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pÊCê , on le partagerait en eMirim' et kUiHêur\ ee ne peut 
être qa*une partie infiniment petite dans le eene indiqué 
plue haut. 

L'imagination cependant feint un résultat final A cette 
diviflion i nnflni, et substantifie la valeur limite « 0. 
Cette flotlon (qui renferme une contradlolton intime) est la 
limite de rtmagination. Diaprés eela, le lieu spliérique est 
Télément le plus eitérieor de la sphère qu*il renferme. 

DifMiM. La limite d*un corps se nomme surfae$, 

tMea. Tovi Hm sphériqu» est une surfûeê. 

Neus pouvons donc désormais, àlaplaoe detimsphériquey 
dire surface sphénque, 

. La suite continue et infinie de surilMes sphëriques , 
laquelle forme la sphère , peut se rept6s»iter par le 
mouyement d'une surfiice sphèrique qui change conti* 
Duellement de manière à passer dans la surface sphérique 
eontiguë* De œ mouvement naît la sphère. 

De la même manière , il suit de la définition générale du 
corps que chaque corps peut être amoindri ou agrandi d-tme 
lliçon continue par le relxanchement ou reddition d'un 
nombre infini de surflues. Le surerott ou la dlArence sont 
eux-mêmes des corps A leur tour. Or, le mouvement d*une 
8urftu:e , invariable ou variable d'une façon continue , et 
qui ne reste pas, du moins tout entière, en elle*méme, 
engendre une suite de surftces. Donc : 

TnâoR. f O. la trajectoire étune surface qui ne reste pas 
en êUe-mème , est un corps. ( 1 ) 
: Nous abordons la troisième expérience. 

III. Si le corps a deux de. ses places figpes > meune de 
ses parties n'est plus susceptible de t(ms les mouvements 
possibles dans II , bien qu'elles puissent encore être mues , 



(I ) C'est la eoulumede placer immediatemenlii rùtél'unf! del'aulre les deux 
proposition» : La mrface est la Umitc dxi corps; et la trajectoire d'une sur- 
face qui ru rrste pas en cl h même, est un corps. Nous croyons Ic9 HVQir àé- 
dpilM i luia da l'autre avec toute la rigueur mathéiaalique. 
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H wn$ €$ttaim série de places liées mtre eUes et avec les 
points fiaes rtste immobile. ( 1 ) 

Soient a' et f les points fixes, et c' un point mobile 
lié inTaiiableinent aux précédents ; d'après r expérience , 
}b lieu de t!* ne potirrait être un lieu sphérigue. 

T^OR. 11. Toute surface sphérique n'a qu'un centre. 

Définition. La partie commune de deui iiguies géomé- 
triques se nomme leur intersection. 

Théor. 1*2. Le lieu géométrique du inouveinenl iT un point c' 
lié invariablesneni à deux points fixes a' et h' est l'intersec- 
tion des lieux de son mouvement autour de ciuiobn d'eux en 
pariiculier (2 ). 

Définitions. Le lieu c du mouvement d'un point c' qui est 
lié invariablement à deux autres a' et b'^ nous le nommons 
provisoiremoiu lieu périphérique ; a' et b' en sont les cenin^s. 

Théou. m. Le lieu périphériqM c du mouvement d xtn 
point c' autour de deux centres a' et h' est en même temps le 
lieu périphérique pour tous les jjoinis qui en font partie (3). 

Donc, si pour les mêmes centres a' et 6 , deux lieux pé- 
riphériques d et e avaient im point c' commun , ils 
coïncideraient en tant qu'ils se coniondraient avec le lieu 
périphérique c. Donc si Id point ne tombe pas dans le 
lieu péripiiérique d d'un autre point dt autour de a' et b\ 
son lieu périphérique e n'a aucun point commun avec d. 

Définition. Deux lieux périphériques qui ont leurs deux 
centres comumns , se nomment concentriques. 

Théor. 14. Des lieux pé^ripliériques concentriques qui ont 
im point commun, coïncideni; quand lU m coïncident pas^ 
ils n'oni auctm point commun. 

( I ) Cette dernière partie 4e Texpériencc ne se trouve pas dans les Àrch. 
pédagogiqxtei. L'auteur co avait cependant besoin pour Aablir l'exislence de 
la ligne droite. — Voir plue lus. 

(ifoM ân tMânÊettHr. ) 
(2) U dénonatration » d'aillean facile, n*a paa été tradnile. 

(S) MnonsintiMi analogoe i eelle dn tiuSorèmo ^^ 

^i\ot« du traducteur.) 



« 
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Recherchous maintenant si rintenection d*nne surface 
flphérique renferme et limite complètement une ou phisieurs 
parties de celle-ci. 

Soient B une sphère Use et invariable antour du point 
A une autre continuellement variable autour du point af. 
Celle-ci pouvant s'étendre SndMniment, finira certainement 
par embrasser tout entière la sphère B. D*un autre côté, 
elle peut diminuer à Tinfini, sa valeur limite étant le point 
a\ dont la grandeur est censée nulle. En vertu de la con* 
tinuité du développement, elle parcourra tous les étals in- 
termédiaires de grandeur. 

Or , le point a' peut être situé à l'extérieur , à Tintérieur , 
ou sur la limite de B. 1». S'il est extérieur, un Instant doit 
arriver où la sphère Â, qui s'approche continuellement de 
a', est tout-à-fait en dehors de la sphère B. Mais la gran- 
deur qu'a la sphère A quand elle est en dehors de B, diffère 
de sa grandeur quand elle embrasse B , d'une quantité Unie 
égale au moins à B. Gomme le décroissement est continu, 
ces deux états de grandeur ne se suivent pas immédiate- 
ment , et sont séparés par une infinité d'états intermédiaires 
dans lesquels la sphère A coïncide en partie avec B. C'est 
seulement dans ce cas de coïncidence partielle que les sur- 
faces sphériques peuvent avoir des parties communes. 2°, Si 
î>' est situé à l'intérieur de B, la même chose se passe, 
avec cette différence que la sphère A, à partir d'un certain 
moment, est tout entière renfermée dans B. 3o. Enfin, si a' 
est situé à la limite de B, A ne peut jamais tomber tout 
entière à l'intérieur ou à l'extérieur de B (théor. 4). Elle doit 
donc renfermer complètement la sphère B, ou coïncider en 
partie avec elle. Dans ce dernier cas seulement les surfaces 
sphériques peuvent se couper. ( 1 ) 

Telles sont les situations possibles de deux sphères non 
concentriques à Tégard l'une de l'autre. Quelle que soit la 

(1 ) ToQies cas conridéralîons ne «e baMn^éU«s s«r tnlre chose ^e 
les expériences? 

{Not9 du traducteur. ) 
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poisiiion des cantrei , quanti les surikces sphéri^iiM se 
conpeul , les sphères doivent avoir ûm parties commuoes. 

Nous laissons de c6lé, pour le moment, la «iiMetion de 
savoir si les parties communes de deux sphères consistent 
en un ou plusieu!-» fragments. En toutcas, Mite partie , qui 
est chaque fois déterminée, doit chaquo fols aussi avoir des 
limites déterminées. Gomme cee limites appartlsoMnt aux 
suriisces spfaérigiies, il suit que certaines parliis de MUee^ 
se séparent du reste, peu imposte d*aiUeurs quece soiten un 
ou plusieurs fragments. 

N*y a-t'U qu'un seul fragment, alors l'inteif eeijoaontiêtv 
(te la surCàce sptaérique, tient ensemble d'une façon continue, 
et est identique avec le lieu périphérique. Y a-t-il plusieurs 
Dragments, alocs iintersecUon entière de la surface spbé- 
rique se ccMnpose de plusieurs lieuK périphÀiiques 4oBt 
chacun tient ensemble d*une fiaçon continue, ai aâpaxe un 
fragment de cliaque surfisce sphérique. 

DéfiniiUm. On nomme calètits les paities d'une surfiM» 
spbéiique séparées Tune de l'autre par un liea périphérique. 

Ces explications permettent de rechercher si le lieu pén- 
pliérique est une partie finie de la auiliHce spbién^tta. 

Ia sm face sphérique A autour du centre «' ooape la sur- 
fa**^ sphi^rique B antourdu pointé' dans ielieu pé ri phé ri que c 
dout le point fait parlie. Nous menons ensuite par le point 
^, qui appartient à la surfoce S, mais non au lieu une sur- 
face sphérique A' autour du centre a\ laquelle coupe la 
surface 6 dans le lieu périphérique d ; et c aussi bien que d 
«iètache complètement sur la «uriisoe fi 4enx portions ou 
calottes, (k éeic n*ont aucun point cociaMWi ^Ihéor.. M), 
les oaloltes restent séparées ; de manière que nous avons sn 
tout trois fragments dont Tun est situé entre les deux 
autres. ( 1 ) 



() ) Ici nous croyons. remarqtter uo ssiUus considérable i ob a-l'U été &Mi 
que doax lieux périphériques e et d riiisent l'un Indirieur I TeiiIreT 11 a 
été prosvé qu'ils tte penvMil se couper, mais aoa qe'ilB ne peuvent ttre exlé> 
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M^niHon* La partie d'uue surface sphérique située entre 
deux lieox périphériques conceutrïqaes « m nomme sens. 
. De Ui par une méthode analogue i celle qui nous a donné 
le théorème 1, les deux théorèmes suivants : 

Tntoa. f ft. U tim péHphériqw Wett pn$ un» fùrik /luis ils 
la mrfùe» sphéiiqw, 

Ttatoa. Tcut Um périphérique est (a limité d^um pattie 
fi$ 9uirfm 9phénqw. 

UéfinUkm, Nous nommons Hgm la limite d*une surftuie. 

TttÈotL, 1T. ÙB Uevt périphériqu* eu uns %«ie. 

Désormais, nous donnerons au lieu ou ligne périphérique 
le nom de etramfinvuse* 

TmioR. 18. Le titu d» nmwimefU d^um Hgm ^ ns ftsU 
pas m «tts-méme, m une surface. 

Après avoir considéré les sones , parlons des calottes. 

Si* l'on étend des deux eôtés de ta suiface sphérique la 
suite continue des clrconfâreocea, la ione devient toujours 
plus grando et se rapproche de plus en plus de la swriiaoe 
sidiériqutt ellie-mèine. Les fk'agnenis intérieun ou Cikites 
deviennent donc de plus en plus petits. Le lésultat de oette 
diminution conUttue ne peut étra une siirftMce finie, car 
nous imuiTionS diviser cette surface en une sone et une 
calotte plus petites, i* centre af d*une sphère variahle A et 
«itué sur la surface de la sphèfre iavaiiahle doit être la 
limite dont s'appi-ochent infiniment et la sphère A et iee 
calottes et les ciroonfkences. En général , même quand le 
centre a' dé la sphère variAhle Ane tomhe pas sur la surfisse 
de la sphère invuiable B, la limite de cette dimlitniion 



rienre; à» mtniire qa'nn troisième lien pâriph<iriqns SoetMAesiiftistt ail 
«Hué min c et , i^Ht Tort bien ne pM 4ivUtr la imo on deux lanw pins 
ptttiliiS. Le8«ODSltféralioDS qui pi^cèdenl ut d'oii il ressui-t que l'auteur D'est 

pas «>ncorc en mesure de déioonlcT \-\ non-plu;alit(< iîr^« fragment'^, 'i'mnpnl 
il noire observation une plus grande valeur enroi o. si elle est jnstc . t e qnc 
nous croyons, 6t si lu dëfaul que uuu:» signaious n'c^t pui» à éviter, loub Ifs 
raisonnements qoi suivent en sont inSmiés. 

(ITote à» truimiBttwr.) 
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. Goatinne est encore un point : c'est ce qui découle de la 
seconde proposition de notre iroisiftme expérience. Car si 
la limite, que nous avons prouvé D*étre aucune surbce , 
avait une étendue quelconque , tous les points sans 
exception qui seraient liés invariablement à deux autres 
seraient mobiles ; maisTexpérience montre qu'une certaine 
suite de places liées entre elles et avec les points fixes 
restent Immobiles ; donc cette diminution progressive doit 
avoir pour résultat final un point. 

IV. fn/tnn, mOn Ut deux jtointt fiset précédents , U^m 
û INI Iroiiièm fixe auen , iwt les fwints du corps demennent 
wmobUes. 

Nous suivrons la même voie que précédemment Soient 

et 6' les seuls points fixes : le lieu du mouvement d*un 
point df sera une circonférence I ; soient et s^ les seuls 
points fixes, le lieu du mouvement de ce même point (f 
sera une autre circonférence que les deux conditions 
se réunissent, ilsuit( comme plus haut le théor. 19) que: ^ 

Tbéor. It. Le Um géométrique du mouoement Sun point 
& Ué inooHablettmt à trois autres ef b' c', est Vintersection des 
lieux de son mouoement autour de deux de ces points. 

Gomme, d'après l'expérience , le corps est devenu immo- 
bile, cette intersection ne peut consister en une suite con- 
tinue de points ; elle doit donc se ramener au point <f seul, 
ou à une suite discontinue de points. 

Définition* Noos nommons semi'coneenlriques des circon- 
férences qui ont un de leurs deux centres commun. 

Théor. tO. Uinterseetion de deux dreonférenees semi-con' 
centriques consiste en un nùminti pour le nunnen^ indéterminé) 
de points discontinus. 

Le théorème tê a prouvé que si les surfisces sphériques 
se coupent , les sphères ooinddent en partie. Nous pou- 



( 1 ) Pourquoi V est-il diOéreat de It Ob ne «e troove plis ici dans le Dième 
cas qu'av tbéor^me 12. 

{Ifot» én tmdiutwr.) 
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Tons nou5 figurer passant par le point ^ trois sphères autour 
des centres o^, ft', e*, leequelles auront des parties communes 
deux à deux , et qui doivent, par suite , avoir quelque chose 
de commun entre elles, au moins le point cf. Mais elles ne 
penyent coïncider complètement, sans quoi leurs limites, 
qui sont des calottes, devaient coïncider, et le Heu géomé- 
trique du point df autour des pointe a' , V et ^ serait une 
calotte; or, d*après les théorèmes IS — IT, ce doit 
être une circonférence ; ce ne peut donc être une calotte. 

Si les trois sphères ont une portion finie commune, 
celle-ci doit avoir des limites qui fiissent partie des portions 
communes aux deux sphères. Par suite, une partie déter- 
minée de ces limites, et par conséquent aussi de diaque 
drconférence, laquelle partie est la limite commune, doit 
être complètement séparée , limitée À Tégard de la partie 
restante. Mais si Télément commun aux trois sphères se 
réduit à on point , on peut montrer, en passant du fini à 
risfiniment petit , que de même par ce point , la circonfé- 
rence est divisée en deux parties. 

TmiOR. 9±,Siéu eireonférmees smi-eoneentiriqws ota un 
point commm , eUe$ si ewpent de mamèré que deua parties de 
ehacumd^ettessmcompUieamt IwnUéesl'uneà^igardderawire* 

Comme Tintersection qui produit cette limitation , con- 
siste, d*aprèsle théorème précédent , en pointe discontinus, 
il s*en suit que ces parties sont complètement limitées 
rone à régard de l'autre par des pointe. 

De même que nous avons eu plus haut des écorces et des 
sones, nous aurons maintenant des parties de la circonfé- 
rence ou om, que nous diviserons indéfiniment, ce qui 
nous fournira les théorèmes suivante : 

Théob. M9, U point n'est pas une partie de ta eirconfèrenct, 

Théor. n. Le point est kt limiu de la Ugne. 

Tréor. la tri^ectoire d^vn point est une ligne. 

La condition que Télémeut mobile ne resté pas en lui- 
même disparait ici, parce que Télément absolument simple 
dès qu'il reste en lui-même , ne ee meut pa$. 

19 
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Il reste encore à remarquer d'ailleurs que le lieu du 
mouvement d'un point n'a pas besoin d'être limité à la 
ligne f mais peut consister en ligures produites par le mou- 
vement de la ligne ci de la snrJace. 

D'après la discussion preoedoiiie , les calotte» d'une sur- 
fàce spliôrique et limitée p;u- des ( irconférence«»en urivent 
à se réduire à un point , p, ?• la peite successive de zones. 
Gomme de chaque côté de la zone il y a une calotte , nous 
avons de chaque côté un point limite, ce qui fait eu tout 
deux points, et seulement deux points. Et ces deux points 
sont ceux où commence et où finit la coïncidence partielle 
des deux sphères , dont l'une A varie tandis que Tautre B 
reste invariable. L'élément commun est ton] ours (en tant 
ga*il est continu) le lieu du mouvement de chacun des 
pointe qui lui appartiennent , et qui sont liés invaxiable- 
ment aux centres (théor. 12). S'il consiste en un seul point, 
celni«ci est le propre lieu de son mouvement et est par 
conséquent immobile. Il y a donc , sur chaque surùu^e sphé- 
riqueB, deux points, et seulement deux, qui, liés invariable- 
mmt aux centres a! elb\ restent immobiles. Nous pouvons 
maintenant, d'un côté , faire decroitre d'une manière < on- 
Unm la sphère B jusqu'à son centre b'; de l'autre , la taire 
croître à rinflni; ces deux points se meuvent d'une façon 
continue de manière, d'un côté, à coïncider avec b\ de 
rantre» à s'éloigner à Tinfini. Du point b' partent donc 
deux lignes infinies, que noua pouvons regarder comme 
une ligne unique, puisque ce point b' leur est commun. 
CSette ligne jouit de cette propriété que, liée invariablement 
aux points a' et b', elle reste immobile. 

Le point h' tombe dans cette ligne; en est-il de même du 
point ait Parmi toutes les surfaces sphériques B, il en est 
nne, déterminée par la liaison ûxe a' b\ sur laquelle sont 
deux points immobiles qui tombent dans cette ligne : 
al étant, par hypothèse, immobile, est donc un de ces 
deux points. On peut prouver de la même manière que tout 
point immobile tombe dans cette ligne, ou que tout point 
0n dehors d'elle est mobile. Donc : 
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. Thëor. 96. Dans la rotation d^vn corps autour do doua 
pomity U €xisu une ligne , mais wio teuk « gui resto mmoInU^ 
et ces dem points on font partie. 
Noue pouvons donc dire : 

DéfimUion. Nous nommons droite la ligne qui , dans sa rotar 
tion autour de deux points fixes, ne ackrtpas d'eUe-méme. 

tirâce à cette définition , nous pouvons donner au théo- 
rème tVlb la forme suivante , sous laquelle il se présente ordi- 
nairement connme axiome indémontrô et indômontrable : 

Entre doux points on poia toujours monor une droite ; onn^on 
pouS mener qu'un» , et on pout la prolonger à l'infini ( 1 ). 

Plaçons ici une remarque. La manière dont, avant tonte 
géométrie, l'expérience nous conduit à la représentation de 
la ligne droite , concorde essentiellement avec le précédent 
développement. Dans toute rotation autour d*un axe, nous 
remarquons facilement qu'à chaque section le mouvement 
est d*autant moindre que nous approchons d'une place dé- 
terminée. Un fil fortement tendu se nomme droit, parce 
qn*il reste en lui-même quand on le ftdt tonmer autour de 
deux de ses points. Ainsi l'expérience nous donne deux 
éléments : le repos en soi-même pendant la rotation, et le 
décroissement du mouvement à mesure qu'on s'approche 
d'une certaine place. A ces éléments empiriques vient 8*ad- 
j oindre notre propre activité créatrice. Elle augmente à 
rinûni cet approchement pour lequel l'expérience ne nous 
donne aucune limite, et arrive ainsi à la minceur infinie, et 
de là à la ligne droite. Ainsi nait en nous de la combinaison 
idéale des faits empiriques la représentation de la ligne 
droite ; cette représentation ne précède donc pas absolument 
toute expérience ( 2 ). 



<f ) Toos les raîBonnemmts qui précMeot sontinvaUd^t par le sattM al* 
gnal^ pagttj^. 

(Note du traducteur.) 
[1) Nous avons essayé de montrer ( jja^cs et suiv.) que ccUo expé- 
rience (loime, Don pas la ligne droite, mais une propriété de la ligne droite. 

{Note du traducteur.) 



Noas Bommes id à la fin de la partie analytiqiie de noire 
trayail. En partant de ce qui est donné empiiignement, 
nous sommée amvé aux éléments de toutes les figures 
étendues (1). Désonnais, nous n*auions plds ]>esoin de 
représentation contenant en elle ^elque chose de matériel. 
Notamment , à la place de la liaison fixe entre deux points , 
nous aTons un chemin absolumentdétenniné, la ligne droite. 

Dans la synthèse, nous partons de l'élément simple , le 
point. Son mouvement eogendie la ligne. Celles, à son 
tour, peut être considérée comme élément d'un nouveau 
monvement c[ui engendrera la surface; et de même la surface 
engendrera le corps. Que nous ne puissions arriver à la 
génération du corpe que par une triple opération , c*est ce 
que nous avons reconnu dans la partie analytique, quand 
nous avons montré que l'espace n'était susceptible que d*une 
triple division à rinfiui, ni plus ni moins. Nous ne savons 
rien de la cause efficiente ni de la cause finale de ce fait. 

M/Intito». Nous nonunons «érie une suite d'éléments 
procédant suivant une certaine loi. 

DéfinUian, La génération d'une série d'éléments hors d'un 
élément par une positioa répétée , un nombre fitni ou infini 
de fois de cet élément se nonune émrniim, 

Oe là il suit que : 

Théor. 90. Vttpacô a trois diammiu. 

Étudions maintenant le résultat du mouvement du point, 



(1 ) Ûa Mdennde pourquoi le plan ae fait pas partie 4« eea élénesU, 
tat pMrqvot tnm Vlàét de la ligne droite est dédntte dan» la partie analy- 
tiqne du travail. Cette dëllaition de la lifn» drette, ri Ubefleweamil ëta. 

bile, n'esi. en somme, qoe la concenlraiion de la lil'" expérience. L'aatenr 
pouvait dirt', eu effet, dès l'abord en définition : Nous appelons ligne droite^ 
la suite continue des points qni restent immobiles dans un corps qui 
tourne autour de deux points fixes. On ne voit pas au juste ce que l'analyse 
vient ajouter à l'intuition empirique, si ce n'est la sabstitalion du l<!nue 
flisUiénatique poi'nt att terme valgaire pteee. 

(JToie dtt trwduteiÊur.) 
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c*est-à*dire , la ligne. Nous savons ce qu'est la ligne droite : 
il nous reste à prouver les différentes propositions que Ton 
donne , tantôt sons le nom de définitions, tantôt sous celui 
d'axiomes. 

La définition d*Euctide , la ligne droite est celle qui est 
sUuée égalmnetU entre ses points , peut avoir une double 
signification. On pourrait entendre par là que la ligne droite 
se trouve placée entre les uns comme entre les autres, 
et que, par suite, une portion quelconque de droite peut 
être mise sur une plus grande, de manière à y tomI)er 
tout entière. C'est là, en effet, une propriété de la ligne 
droite. Il suit de là ( théor. ) qu'entre deux points une 
seule ligne droite est possible, et que chaque ptnlion d'une 
ligne droite , qui est placée sur une autre portion par deux 
de ses points , y tombe complètement. Mais ce n'est pas là 
une propriété exclusive de la ligne droite, et ainsi la 
définition ne vaut rien. Nous devons donc admettre la 
seconde interprétation, dégà donnée par Glavius : A'utfum 
jnmctmi intermedium ab extremis mrtum aut deonum vel 
hue vel illuc flectendo subscUlat. Ici nous ne comparons plus 
ensemble diii'érentes paires de points, mais les différents 
càt^fi d'une même paire vers lesquels la ligne peut se fléchir, 
et à l'égard desquels ia ligne droite se tient dans le même 
rapport. Malgré cette interprétation, qui parait la bonne, 
la définition pèche par indétermination, car elle ne 
donne aucun caractère pour reconnaître les divers côtés 
& régard desquels la ligne droite doit rester indifférente *, 
ceux-ci ne peuvent, en réalité, être donnés qu'avec le secours 
de la ligne droite , et par là elle est sous-entendue dans 
la définition. En outre , de quelque manière qu'on doive 
entendre la définition, on n*a pas établi Texistence d'une 
telle ligne (1). 

( 1 ) Nous avons montré que la preruière iolerprétaiiOQ seule esl admissible, 
ei que la défiailion d Luclitte est , eo réalité » la plus tXMte il» UmtM efWf 
«1*011 «ftt «tteort doaiiéei. 

iHoteduPndmlmr») 
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Notre déftnltion (théor. M) renferme ce que celle d*Eu- 
dSde a de mi; la ligne droite dans sa rotation , ne 8*in- 
fléchiMant d*aiicun c6t6 « se tient également à Fégard de 
tous les c6tè8. 

A la définition d*Euclide se rattache celle qui donne pour 
caractère ezdnsif à la ligue droite de oonserrer ton- 
jours la môme direction; car une ligne qui ne s*infléchit 
d*aacon c6tè, garde partout la même direction. Mais 
qu'est-ce que la direction? On n*a pas accoutumé de le dire, 
sous la cbarmante excuse qn*on doit savdr cela d'avance, 
tactique semblable & celle qui, s*appuyant sur l*aprioritè, 
met de côté toute explication génétique. 

La définition de la ligne droite , comme étant la ligne 
de direction constante , est certainement la plus favorable 
pour le premier enseignement. Nous nous proposons d'ex- 
pliquer scientifiquement l'idée de direction, et de prouver 
rigoureusement que notre ligne droite est en même temps 
la ligne de direction constante. 

Un Heu n*est pas identique avec un autre lieu quelconque 
qui a la même figure. Ce par quoi il s'en distingue , c'est la 
rituation. 

Dé^InHiiùn. On nomme tiiuaHon cette propriété d'un lieu 
mathématique qui le distingue, quand on le compare avec 
tout autre qui peut prendre la même figure. 

Quand on donne les lieux avec lesquels on le compare, 
on emploie les expressions de sUMoHon à Vigard d'un antre 
lien, ou par rapport à un autre lieu. La situation d'un lieu 
par rapiKvrt à la totalité des lieux égaux dans l'espace infini, 
est sa situation absolue. 

Dtf/foilfioiM. La direetUm est la relation du lieu d'où part 
un élément mobile on conçu comme mobUe , au lieu où 
il va. Nous entendons par reUuion ds dwof Hem la nature 
du passage d'un élément géométrique d'un lieu à un 
autre fr', laquelle découle de la difiërence entre la situation 
du lieu V à l'égard du lieu a' et la situation de tous les autres 
lieux que peut occuper bf dans son mouvement autour de a^. 
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Dans cette définition nous parlons d*un chemin aibaolu- 
ment détenniné par deux points : d'après le théorème Sft, 
ce chemin existe ; mais on pourrait , si Ton en était 
requis , rénoncer avant la définition de la ligne droite. 

Sur les explications données touchant la nature du point, 
nous fondons la définition de la direction momentanée. 

DéfinUim. Nous nommons dimcHon lin«atrs mommUm4e 
la nature du passage d'un point a' à celui fjf qui le suit im- 
médiatement, laquelle dépend de la difilàrence entre la 
situation de 5* par rapport ka\ et la situation à Tégard du 
même point af de tous ceux qui lui sont adjjacents. 

Nous parlons de points adjacents par fiction (voir pins 
haut ). 

Le chemin en ligne droite , ou la ligne droite , a seule , 
d'après ce qui précède , proprement une direction ; mais 
de ce que la ligne droite est la seule qui soit absolument 
déterminée par deux points (théor.Sft), nous pouvons, à la 
place de la définition dont nous nous sommes servi , dire : 

Tbéob. 97 . La lign$ droiu est la Kgne de dinetion eoneUmU, 

Théor. SU. Dans toute ligne droite Uya devae mamemmts 
passibles en sens contraire, 

DêfinUUm. Une ligne est dite hrisie si elle change de 
partie en partie sa direction; si elle la change d*une 
fyçon continue , c^est-à-dire infiniment peu à chacun de ses 
points , elle est dite courbe, 

Théor. 99. En chaque point d^une ligne courbe, sa direc- 
tion momentanée feasprime pair la Ugne droite qui passe m 
mime temps par le point le plus rapproché (1). 

Ce qui précède sert de fondement A la proposition qu'une 
ligne courbe peut être considérée comme une ligne inflnt- 
meot brisée inscrite ou drconscrite. 

Définitûm. On nomme longueur la grandeur d*nno Hgnt. 



( 1 ) De celle proi^osilion résulterait qu'en an point d'une courbe il y aurait 
tirux tangonlcâ. 



-m- 

Pemandons-iioiis quelle est la plus courte ligne qu'on 
puisse tirer entre deux points , et s'il y a une , plusieurs on 
une intinitp de ces lignes minima. Nous ne le savons pas 
encore ; mai.s , comme grandeur , elle est certainement 
déîlerminôe puis([uelle est la plus courte. La ligne droite, 
et par conséi{uent sa giandeur , est absolument déterminée 
par deux points ; elle doit donc être dans un rapport déler- 
miné avec la ligne minimum. Quel est ce rapport? 

On sait qu'Euclide a établi qu'un côté d'un triangle 
est toujours plus petit que la somme des deux autres. 
De là suit que toute ligne brisée entre deux points est 
plus grande que la ligne droite ; de là suit aussi, par des 
considérations de limites , que toiite ligne courbe est plus 
grande que la ligne droite, et qu ainsi la ligne droite est 
la plus courte. Nous allons essayer de donner la preuve 
générale que la ligne la i)Ius courte doit passer par un 
point quelconque de la droite et par conséquent être 
droite elle-même. Soient, entre deux points a' et b\ la 
ligne droite a'b' al une autre ligne quelconque. Fai- 
sons passer par un point 
arbitraire c' de la droite 
deux surfaces sphériques, 
l'une autour de a' , l'autre 
autour de b'\ elles n'auront 
que le point c' commun 
( ihéor. Toute ligne 
qui ne passe pas par le point c', doit, par suite, avoir deux 
points d' et e' , l'un par où elle sort de la spbère a!, l'autie 
par où elle entre dans la sphère b\ de manière que la por- 
tion de' est entre les deux sphères Cette ligne se décom- 
pose donc en trois portions a'd\ (Hd ete'6'. Imaginons que 
a! d' , soit lié invariablement à a', de manière que la surface 
sphërique a' sera le lieu du mouvement du point df autour 
de a\ et que par rotation ce dernier point pourra être amené 
en cf* De la môme manière le point e' pourra y être amené 
aussi. La nouvelle ligne résultant de cette double rotation, 
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la^pielle passe par le point et se compose des portions 
a'(f et t^h\ est plus courte que la proposée de la portion â!t\ 
Donc la ligne la plus courte doit passer par le point c'. 
Le point ayant été pris arMtiaiiement, il est démontré «pie : 

Théor. 30. Lu ligne droite eit la plus eourU «ntre dewe 
quelconques de sea points ( 1 ). 

Définition. La grandeur d*un chemin absolument déter- 
miné par deux points , se nonmie leur dktanee. 

Delà: 

TaÉOR. M. La lignedroitê est la imtum de la di$tanee eu Ut 
longueur minimum. 

Théor. 99, Dem sphères se coupent quand la somm és 
leurs rayons est pkts grande et leur différence plus petite que 
la distance des centres, 

D^inition, Nous nommons surface équiâistante celle dont 
tous les points sont également distants de deux points fixes. 

Tréqr. tS. Chaque point de la Hgne droite qui passe par les 
deux centres éPune des drconférenees qui engendrent cette sur- 
face est en même temps le centre de cette drcanfirenee. 

TbAor. S4. La Hgne droite nmée par deux points quel' 
conques d^vme surface équidistante , y est contenue UnU entière, 

Théor. SS, Linterseetion de deux surfaces iquidisUm^ est 
une ligne droite, 

Théor. SS. Deuœ surfaces iquidistantes qui ont trois jwtnls 
communs non situés en Hgne droite , sont identiques (2 ). 

Si Ton foit tourner une droite af V autour d'une autre a'^ 
à laquelle elle est invariablement liée , «âiaque point (f de U 
première décrit une drconférence, et la surflKce oigendiée 
estdite etfns. La direction delà rotation ô» dlif passant en a'^ ^ 
et y^diiirect^rùUiitokemomtnXanèe , se définissent comme la 



( I ) Celte ddmonstralion tombe soos le coap de l'observatioo que doiu 
avoo5 faite page 288. 

{îioU du iraàuctfuT.) 
(2 ) Noa* «vmis Mih de Indulr» Im dAnoMtnliou, 

(IToft Al frwhieltiir.} 
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dlrectton linéaire; nideniAnton doit remplacer le moi poUu 
par le mot de dniie, 

DéfktUUm, Le lieu d'une ligne droite qjai ee meut autour d*un 
point a' avec une dlreetton constante ( 1 ) , est un plan. 

La aurfiuse équidistante étant la aeule qui soit déterminée 
absolument par deux lignes droites qui partent d*un même 
point, il 6*en soit que : 
Théor. SY. Tout plan est une surface équidUstante, 
TtaÉOR. SS. Toute surface par deux points de laquelle on 
peut foAre à vohmé passer une ligne droite qui y soit contenue 
tout onUère , est un plan. 
Oe dernier théorème forme la définition Tulgaire du plan. 
t' On ne démontre pas, quoiqu'on doive le 
/ \ faire , qu'une telle surface est possible ; que 
/ la ligne droite af<^ , ne passe ni an-dessus 

\ ni au-dessous de c'ef, mais la coupe en un 

1 

^ point 

La définition choisie par nous est génétique , elle établit • 
Tanalogie qui existe entre la droite et le plan, celle-là étant 
le produit de la constance de la direction linéaire, celui-ci de 
la constance à la fols et de la direction linéaire et de la di- 
rection de la rotation. 

Tr^r. su. Toute ligne droite passant par deux points d'un 
j}/ffn, y est eontmue tout ent^e. 

Par un point a* d'une ligne droite afV d*un plan indéfini , 
on peut tirer d'autres lignes droites dans le même plan. 
Chacune de celles-ci a deux directions (théor. M). De ce 
qu'elles sont tout entières dans le plan, une partie de 
celui-ci doit être située de chaque côté de la droite 0^6*; si 
Ton tourne Tune d'elles autour de a'b' de manlèraà rabattre 
un de ses points dans Tautre partie, eUe y tombera tout 



( I ) Celle constance dans la direction du mouvement d'une droite esl ce 
anv noiioD bifo claire et bien prëei^iR? 

( Ifofe d« fra4iicf«ttr. ] 
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entière (Uiéor. M). Si nous nommons éffoks deux figures 
de Tespace qui sont placées de manière à coïncider par tous 
leurs points, on voit que 

Théor. 40. rouie Kgm droite sUuis dont m pUm indéfini , 
lê àinfise en deux pariies égales. 

Étudions maintenant le rapport de la circonférence et du 
plan. 

Nous avons -vu plus haut ^*une circonférence qvi est le 
lieu des points situés à égale distance de deux autres af et b^y 
appartient tout entière an plan, et qae le point c', qui divise 
en deux la droite af ^, tombe aussi dans le plan, et que, étant 
comme tous les pointe de a' 6^, également éloigné de la cir- 
conférence, il en est par conséquent un centre. Si Ton 
donne le plan et le point ef^ on peut construire par la rota- 
tion dans le plan d*une ligne droite de longueur conve- 
nable, la GÎroonférence comme trajectoire du point limite 
de cette droite. La trajectoire de la rotation d*une droite 
est un eereU, 

Théor. 41, Les ares d^un même cercle sont égam si leurs 
points HmUes ccfineident, 

GoROL. Les ares peuvent se mowmr sur la dreonfirenee* 

Théor. 49. Les ares dun mime cercle ou de cercles égam 
sont entre eux comme leurs secteurs. 

Il est donc possible de mesurer la rotation aussi bien par 
les arcs que par les secteurs; c*est donc une grandeur 
mathématique. 

Cest par la grandeur de la rotation constante que Ton 
mesnrela différence de direction de deux ligues qui partent 
du même points de même que Ton mesure la distance par la 
ligne de direction constante. 

Uéfinition. On nomme angle la différence des directions 
de deux lignes qui partent d*un même point, 

La définition d'Endide dit au fond la même chose; 
elle désigne l'essence de l'angle plus convenablement que 
celle qui en fait un plan indéfini. Les auteurs qui Tout 
blâmée n*ont pas su en apprécier la profondeur et la jus* 
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tesse , qualités qui fioivprît rependant être le but de toute 
science, ot notamment des mathématiques. Au lieu de re- 
pousser la définition d'Euclide, on doit la compléter et 
expliquer le terme d'inclinaison ^VeiJi]^tessiGa de différence 
de direction. 
De noti'e définition de l'angle il suit qne : 
TnÉoR. 4S. Uarc est la mesure th' l'angU qui lui appartmu. 
Pour comparer les grandeius des angles, il faut une unité 
d'angle. Comme la droite peut s'engendrer par deux mou- 
vements en sens contraires d'un de ses points, nom- 
mons angle de 180» la ditTérence de deux directions oppo- 
sées, et angle droit la moitié d'un angle de 180«. 
TniOR. 44. Tous les angles de 180° sont égaux, 
TnÉOR. 45. Tous tes angles droits sont égaux. 
.Nous pouvons donc prendre l*angle droit pour unité 
d'angle. 

Théor. La trajectoire d'une demi-drconférenct qui tourne 
U'utour dun de ses diamètres , est une sphère. 

CoROL. Tout plnn passant par U centre coupe la sphère 
mivant wi cercle. 

Par suite, tous les points d'une surface sphérique peuvent 
être atteints par la double rotation d'une droite autour d'un 
de ses points. Cette proposition rend possible la compa- 
raison générale de toutes les directions linéaires qui partent 
de différents points , et fournit une solution simple et toul-à- 
fait rigoureuse du problème des parallèles. 

Soient autour des deux points a' et b' deux sphères égales : 
les rayons de chacune d'elles sont situés dans toutes les 
directions possibles ; une comparaison des directions partant 
de a' est possible avec celles partant de 6', dès qu'à chaque 
point situé sur la sphère A nous en pouvons trouver un 
correspondant sur la sphère B. Nous avons vu plus haut 
qu'il existe deux paires de points pour lesquelles cela est 
possible au moyen de la ligne droite seule. Aux deux 
directions opposées de la droite a' b' partant de a' , on peut 
désigner des directions correspondantes partant de 6*. Si la 
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surface sphéri^e A est coupée par la droite a'b^eaif et c^^ 
alors les deux p(rinto df et df' lui correspondent sur la 
sphère B« Un prânt s' qai a*appartientpas & la droite 0^5' sur la 
sphère A n*est pas complètement déterminé par sa distance 
à chaque point de cette droite, mais en tant que son lieu 
est une circonférence e appartenant i la sphère À. Sur la 
sphère B on peut fodlement trouver par des déterminations 
de distances, la drconfèresce correspondante qui doit être 
égale à s , mais pas aussi focUement un point /' qui corres- 
ponde à 0, Par le secours du plan on tronyera P comme 
suit: 

Faisons passer un plan par les points a*, y et : son 
intersection avec diacune des deux sphères est une circon- 
férence, et, par suite, Tintersection de la ïiartie du plan qui 
est du c6té de e' par rapport à a' 6', est une demi-circonférenoe. 
Le point f qui doit correspondre au point doit être situé 
sur un arc correspondant ; de plus, la ligne droite 6^ f doit 
être distante de b^cP du même angle dont afé est distant 
de a' ; par suite Taie dff doit être égal A Tare «'f, si le 
point fi doit correspondre au point Nous avons ainsi deux 
déterminations auxquelles le point p doit satisûâre en 
même temps; mais un seul est dans ce cas , et c'est celui 
que Ton obtient si Ton porte Tare c' e' à partir de cP sur la 
circonférence intersection du plan efVé avec la surfEU» 
sphérique B, et naturellement de ce côté du plan par rapport 
à a' ft' où est situé. Ainsi à chaque rayon d*nne sphère 11 y 
en a un, mais un seul, qui correspond dans Fautre , et tous 
deux ont même direction linéaire. 

Gomme la direction dans diaque droite est constante et 
indépendante de sa grandeur, ce que nous disons des 
rayons peut se dire des lignes droites; donc : 

Théoh. 47. À chaquô droiu tf e* qui part Sun point a', il 
en correspond vm autre, mais une eeu^e, b* f , qui^ partant du 
point h\ a mêm direetUm. 

Définition. On nomme paraUèks des droites de même 
direction. 
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iJouc : 

TiiÉoR. 4S. Si une droite a' h' foii avec deux autres a' e* f < 
b' r, situées dam le mvinc , cl du même côté ds la sècanta 
a 1j , (Icuj; angles covrespondanUs égaux , les deux dernières sont 

puiuUcles. 

On est en droit de retourner cette proposition; car il n'y 
a ttheor. 47) qu'une droite 67' qui, partant du point !>', 
court parallèlement a une autre a' e'. Voici celte inversion : 

Théor. 40. a) Deux droites parallèks sont situées dam le 
même plan, h ) Deux droites parallèles font avec une même 
sécante des angles correspondants égaxix. 

Celte dernière partie du théorème se démontre très-sim- 
plenient comme suit : la sécante a, en chacun de ses pointe 
d'intersection, même dntu-tion ; les lignes parallèles ont 
même direction ; doru [y^ (IiHhi eut es dr^s directions de la 
première et des deuji^ auties , c'eâtrà-dire les angles coiTes- 
pondants sont égaux. 

Ou sait que de là il est £acile de déduire lee iliéorèmes 
suivants : 

Théor. 50. La somme des angles exléruwrs de toute figure 
rectUigne est égak à quatre droits. 
Théor. 5 i . jUi somme des trois angles d^wh triangk eH égale 

à deux droits. 

On sait également que, ce dernier théorème établi , il est 
aisé de démontrer les propositions ordinaires sur Tinter- 
section des droites dans un plan. Elles so divisent en deux 
classes : à la première appartiennent les suivantes : 

a) SI deux droites coupées par une sécmte foui des ailles 
correspondants égaux , elles ne se coupent pas. 

b) Si dev>x droites se coupeni, elles font des angles inégam 
avec une même troisième. 

Comme conséquence de celle-ci, on trouve que la somme de 
deux angles d'un triangle est plus petite que deux droits ; que 
rangle extérieur est plus grand que l'un det intérieurs non 
adjacents , etc. 

. La seconde classe contient les propositions invejEies : 
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c)Si dewB iigtm droites indéfinies m se coupent pas» eUes 
forment avec une sécante des angles égaux, 

cl ) Si elks font des angUs inégaux, elles se covpent. 

Les deux deniières, comme les deus premîèresjiieilifièreiit 
entre elles que sous le rapport de la forme logique ; et elles 
se ramèneraieiit toutes les quatre Tune à l'autre , si à Tune 
d'entre elles on pouvait cijoulGr : (t seulement dans cr cas. 
La difflculté spéciale de la théorie des parallèles est doue 
de prouver une proposition de chaque classe : nous avons 
prouvé la première; no\u allons prouver la dernière (1). 



A partir de ce point, la rigueur géométrique ne foisant 
plus défimt dans les traités ordinaires, nous r^gai'dons 
notre tâche comme finie. 



(1) Nous renvoyons, pour la crilique de celte partie du travail do 
M. Ueberweg, ù ce que nous disons de la direction (pages t8^> e( suiv. et 
page 250} «t des parallèles (page 216). 

{NnU du tnductswr.) 



#1^00 47, à la note, ligne i**, après le mot lois, ctjoutez : scientifiquas. 
iO, id. id. dernière, ou ti0M d« dans l'appendioe, (tf«r ; 

à la fin du paragraphe suivant. 

» 61 , 4» ligne y au Heu de l'attraction V lisez : l'altracUon. 

■ 6h , 4* ligne , après U mol arithmétique , doU venir la notâ 
tuiboenUt 

Knire ]& gtonfttrie et raritliinétiqDe , vient w placer FotgibrB ou 
Ift môBOM de la quanUli ai' général. 
Fage 137, 28* (youle^s : 

Enfin, cette même difficulté est insurmontable, si l'on veut donner, 
d'uiio façon élémentaire, les conditions de similitude des tigures 
compubèes de lignes tracées arbitrairement dans l'espace ; telle 
serait , par exemple , la figure formée par les trois directrices d'un 
hyperboloîde , c'est-à-dire , par trois droites qui ne se eoapent pas 
et ne sont pas parallèles* 
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